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Correction examen du baccalauréat section Sc Expérimentales session contrôle 2024 

Une correction possible proposée par Kooli Mohamed Hechmi 

Exercice 1  

1)  (𝑬): 𝒛𝟐 − (𝟏 + 𝒊)(√𝟑 − 𝒊)𝒛 + 𝟐√𝟑 = 𝟎 

     a) (𝟏 + 𝒊)𝟐(√𝟑 + 𝒊)
𝟐
= 𝟐𝒊(𝟑 + 𝟐𝒊√𝟑 − 𝟏) = 𝟐𝒊(𝟐 + 𝟐𝒊√𝟑) = −𝟒√𝟑 + 𝟒𝒊 

     b) ∆= [(𝟏 + 𝒊)(√𝟑 − 𝒊)]
𝟐
− 𝟖√𝟑 = (𝟏 + 𝒊)𝟐(√𝟑 − 𝒊)

𝟐
− 𝟖√𝟑 = 𝟐𝒊(𝟐 − 𝟐𝒊√𝟑) − 𝟖√𝟑 

           = 𝟒𝒊 + 𝟒√𝟑 − 𝟖√𝟑 = −𝟒√𝟑 + 𝟒𝒊 = (𝟏 + 𝒊)𝟐(√𝟑 + 𝒊)
𝟐
= [(𝟏 + 𝒊)(√𝟑 + 𝒊)]

𝟐
 

donc une racine carrée de ∆ est  𝜹 = (𝟏 + 𝒊)(√𝟑 + 𝒊) 

𝒛𝟏 =
(𝟏 + 𝒊)(√𝟑 − 𝒊) − (𝟏 + 𝒊)(√𝟑 + 𝒊)

𝟐
=
(𝟏 + 𝒊)(√𝟑 − 𝒊 − √𝟑 − 𝒊)

𝟐
=
−𝟐𝒊(𝟏 + 𝒊)

𝟐
= 𝟏 − 𝒊 

𝒛𝟐 =
(𝟏 + 𝒊)(√𝟑 − 𝒊) + (𝟏 + 𝒊)(√𝟑 + 𝒊)

𝟐
=
(𝟏 + 𝒊)(√𝟑 − 𝒊 + √𝟑 + 𝒊)

𝟐
=
𝟐√𝟑(𝟏 + 𝒊)

𝟐
= √𝟑 + 𝒊√𝟑 

𝑺ℂ = {𝟏 − 𝒊  ;   √𝟑 + 𝒊√𝟑} 

2)  𝒛𝑨 = 𝟏 − 𝒊 ;   𝒛𝑩 = 𝒊√𝟑𝒛𝑨   ;   𝒛𝑪 = 𝟐√𝟐𝒆
𝒊
𝝅

𝟏𝟐 

     a) 𝒛𝑨 = 𝟏 − 𝒊 = √𝟐(
√𝟐

𝟐
− 𝒊

√𝟐

𝟐
) = √𝟐(𝐜𝐨𝐬 (

−𝝅

𝟒
) + +𝒊 𝐬𝐢𝐧 (

−𝝅

𝟒
)) = √𝟐𝒆

−𝒊
𝝅

𝟒  

     b) 𝒛𝑨 + 𝒛𝑩 = 𝒛𝑨 + 𝒊√𝟑𝒛𝑨 = 𝒛𝑨(𝟏 + 𝒊√𝟑) = √𝟐𝒆
−𝒊
𝝅

𝟒 × 𝟐𝒆𝒊
𝝅

𝟑 = 𝟐√𝟐𝒆
𝒊
𝝅

𝟑𝒆−𝒊
𝝅

𝟒 = 𝟐√𝟐𝒆
𝒊
𝝅

𝟏𝟐 = 𝒛𝑪 

ainsi    𝒛𝑨 + 𝒛𝑩 = 𝒛𝑪  

3)  On a :  𝒛𝑨 + 𝒛𝑩 = 𝒛𝑪   ⇔   𝒛𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒛𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒛𝑶𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⇔  𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑶𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗      

⇔  𝑶𝑨𝑪𝑩 est un parallélogramme   (1) 

𝒛𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝒛𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
=
𝒛𝑩
𝒛𝑨
=
𝒊√𝟑𝒛𝑨
𝒛𝑨

= 𝒊√𝟑 ∈ 𝒊ℝ  ⇔      𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏊𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗      (𝟐)   

de  (1)  et   (2)   𝑶𝑨𝑪𝑩 est un rectangle. 

4)  a) On  a :  𝑰 centre de 𝑶𝑨𝑪𝑩  donc 𝑰 le milieu du segment [𝑶𝑪]  ⇔ 𝒛𝑰 =
𝒛𝑶+𝒛𝑪

𝟐
=
𝒛𝑪

𝟐
=
𝟐√𝟐𝒆

𝒊
𝝅
𝟏𝟐

𝟐
= √𝟐𝒆

𝒊
𝝅

𝟏𝟐  

     b) On a : 𝑶𝑨 = |𝒛𝑨| = √𝟐   ;    𝑶𝑰 = |𝒛𝑰| = √𝟐    donc    𝑶𝑰 = 𝑶𝑨   (1) 

𝑶𝑨𝑪𝑩 est un rectangle donc le triangle 𝑶𝑨𝑪 est rectangle en 𝑨 et 𝑰 milieu du segment [𝑶𝑪] donc  
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𝑶𝑰 = 𝑰𝑪 = 𝑨𝑰    (2)   

de   (1)  et  (2)  on a :  𝑶𝑰 = 𝑶𝑨 = 𝑨𝑰    ainsi  le triangle  𝑶𝑨𝑰 est équilatéral. 

     c) On a : 𝑮 centre de gravité du triangle 𝑶𝑨𝑰  ⇔  𝑮𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑮𝑰⃗⃗⃗⃗ + 𝑮𝑨⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = �⃗⃗�    ⇔   𝒛𝑮𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒛𝑮𝑰⃗⃗ ⃗⃗ + 𝒛𝑮𝑨⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝟎  ⇔ 

−𝒛𝑮 + 𝒛𝑰 − 𝒛𝑮 + 𝒛𝑨 − 𝒛𝑮 = 𝟎    ⇔     𝟑𝒛𝑮 = 𝒛𝑰 + 𝒛𝑨     ⇔    𝒛𝑮 =
𝟏

𝟑
(𝒛𝑰 + 𝒛𝑨)  

On a :  𝒛𝑮 =
𝟏

𝟑
(𝒛𝑰 + 𝒛𝑨) =

𝟏

𝟑
(√𝟐𝒆

𝒊
𝝅

𝟏𝟐 + √𝟐𝒆
−𝒊
𝝅

𝟒) =
√𝟐

𝟑
(𝒆𝒊

𝝅

𝟏𝟐 + 𝒆−𝒊
𝝅

𝟒)     

     d) On a :  𝒆𝒊
𝝅

𝟏𝟐 (𝒆𝒊
𝝅

𝟏𝟐 + 𝒆−𝒊
𝝅

𝟒) = 𝒆𝒊
𝝅

𝟏𝟐 × 𝒆𝒊
𝝅

𝟏𝟐 + 𝒆𝒊
𝝅

𝟏𝟐 × 𝒆−𝒊
𝝅

𝟒 = 𝒆𝒊
𝝅

𝟔 + 𝒆−𝒊
𝝅

𝟔 = 𝟐𝐜𝐨𝐬
𝝅

𝟔
= 𝟐 ×

√𝟑

𝟐
= √𝟑 

     e) On a :  𝒛𝑮 =
√𝟐

𝟑
(𝒆𝒊

𝝅

𝟏𝟐 + 𝒆−𝒊
𝝅

𝟒)  ⇔   𝒛𝑮𝒆
𝒊
𝝅

𝟏𝟐 =
√𝟐

𝟑
𝒆𝒊

𝝅

𝟏𝟐 (𝒆𝒊
𝝅

𝟏𝟐 + 𝒆−𝒊
𝝅

𝟒)  ⇔   𝒛𝑮𝒆
𝒊
𝝅

𝟏𝟐 =
√𝟔

𝟑
   ⇔  𝒛𝑮 =

√𝟔

𝟑
𝒆−𝒊

𝝅

𝟏𝟐 

 

Exercice 2 

𝑨(𝟏 , 𝟏 , 𝟏) ;   𝑩(𝟐 , −𝟑 ,−𝟐) ;    𝑪(𝟑 , 𝟑 , 𝟎)   ;    𝑰(𝟑 , 𝟎 , 𝟑) 

1)  a) 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
𝟏
−𝟒
−𝟑
)   ;    𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

𝟐
𝟐
−𝟏
) 

𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ˄ 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗

(

 
 
 
 |

−𝟒 𝟐
−𝟑 −𝟏

|

− |
𝟏 𝟐
−𝟑 −𝟏

|

|
𝟏 𝟐
−𝟒 𝟐

| )

 
 
 
 

     ;      𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ˄ 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
𝟏𝟎
−𝟓
𝟏𝟎
) ≠ �⃗⃗�  

donc 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗   et   𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗  ne sont pas colinéaires donc  , 𝑩 et 𝑪 ne sont pas alignés  

ainsi  𝑨, 𝑩 et 𝑪 déterminent un plan 𝑷. 

     b) On a :  𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ˄ 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
𝟏𝟎
−𝟓
𝟏𝟎
)  est un vecteur normal à 𝑷, posons  �⃗⃗� =

𝟏

𝟓
(𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ˄ 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗) donc  �⃗⃗� (

𝟐
−𝟏
𝟐
) est un  

vecteur normal à 𝑷 donc 𝑷 ∶ 𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝟐𝒛 + 𝒅 = 𝟎   or  𝑨 ∈ 𝑷  donc  𝟐 − 𝟏 + 𝟐 + 𝒅 = 𝟎    

donc  𝒅 = −𝟑    ainsi    𝑷 ∶ 𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟑 = 𝟎 

     c) On a :  𝑰(𝟑 , 𝟎 , 𝟑)  et  𝑷 ∶ 𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟑 = 𝟎 

on a : : 𝟐 × 𝟑 − 𝟎 + 𝟐 × 𝟑 − 𝟑 = 𝟏𝟐 − 𝟑 = 𝟗 ≠ 𝟎  donc 𝑰 n’appartient pas au plan 𝑷 

2)  a) 𝑴(𝒙 , 𝒚 , 𝒛) ∈ (𝑺)  ⇔ 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟔𝒛 − 𝟕 = 𝟎   ⇔  𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟔𝒛 − 𝟕 = 𝟎   ⇔ 

(𝒙 − 𝟑)𝟐 − 𝟗 + 𝒚𝟐 + (𝒛 − 𝟑)𝟐 − 𝟗 − 𝟕 = 𝟎    ⇔  (𝒙 − 𝟑)𝟐 + 𝒚𝟐 + (𝒛 − 𝟑)𝟐 = 𝟐𝟓 > 𝟎 

donc  𝑺 est une sphere de centre 𝑰(𝟑 , 𝟎 , 𝟑) et de rayon  𝑹 = 𝟓 

     b) On a : 𝒅(𝑰, 𝑷) =
|𝟔+𝟔−𝟑|

√𝟒+𝟏+𝟒
=
𝟗

𝟑
= 𝟑 < 𝟓 http://mathematiques.kooli.me/
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donc 𝑷 coupe (𝑺) suivant le cercle (C) de rayon  

𝒓 = √𝑹𝟐 − (𝒅(𝑰, 𝑷))
𝟐
= √𝟐𝟓 − 𝟗 = √𝟏𝟔 = 𝟒   ainsi   𝒓 = 𝟒 

On a 𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗ (
𝟐
−𝟏
𝟐
) = �⃗⃗�   donc (𝑨𝑰)⏊𝑷 et  𝑨 ∈ 𝑷 par suite  𝑨 est le centre du cercle (C). 

3)  a) Posons 𝑯(𝒙 , 𝒚 , 𝒛) ; on a 𝑰 milieu du segment [𝑨𝑯] 

𝐝𝐨𝐧𝐜  

{
 
 

 
 𝒙𝑰 =

𝒙𝑨 + 𝒙𝑯
𝟐

𝒚𝑰 =
𝒚𝑨 + 𝒚𝑯
𝟐

𝒛𝑰 =
𝒛𝑨 + 𝒛𝑯
𝟐

      𝐝𝐨𝐧𝐜    {

𝒙𝑯 = 𝟐𝒙𝑰 − 𝒙𝑨
𝒚𝑯 = 𝟐𝒚𝑰 − 𝒚𝑨
𝒛𝑯 = 𝟐𝒛𝑰 − 𝒛𝑨

       𝒅𝒐𝒏𝒄    {

𝒙𝑯 = 𝟔 − 𝟏 = 𝟓   
𝒚𝑯 = 𝟎 − 𝟏 = −𝟏
𝒛𝑯 = 𝟔 − 𝟏 = 𝟓    

 

ainsi    𝑯(𝟓 , −𝟏 , 𝟓) 

     b) On a  𝑰𝑯⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
𝟐
−𝟏
𝟐
)   donc   𝑰𝑯 = √𝟒 + 𝟏 + 𝟒 = √𝟗 = 𝟑 

donc  𝑯 appartient à la sphère (𝑺′) de centre 𝑰 et de rayon 𝟑 

     c) On a : 𝑸 est tangent à (𝑺′) en 𝑯 donc 𝑰𝑯⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
𝟐
−𝟏
𝟐
) est un vecteur normal à 𝑸 or 𝑰𝑯⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗  et 𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗  est un 

vecteur normal à 𝑷 ainsi   𝑷  et  𝑸  sont parallèles  

     d) On a : On a : 𝒅(𝑰,𝑸) = 𝑰𝑯 = 𝑰𝑨 = 𝒅(𝑰, 𝑷) = 𝟑 < 𝟓  

donc 𝑸 coupe (𝑺′) suivant un cerle (C ’) de rayon 𝒓′ = √𝟐𝟓 − 𝟗 = 𝟒 

 

Exercice 3 

{
𝑼𝟎 = 𝟏                                      

𝑼𝒏+𝟏 = (𝟐 − 𝑼𝒏)𝒆
−𝑼𝒏 +𝑼𝒏

 ;    𝒏 ∈ ℕ  

1)  a) pour tout 𝒏 ∈ ℕ ; on a :  

(𝟏 − 𝒆−𝑼𝒏)(𝑼𝒏 − 𝟐) = 𝑼𝒏 − 𝟐 − 𝒆
−𝑼𝒏(𝑼𝒏 − 𝟐) = (𝟐 − 𝑼𝒏)𝒆

−𝑼𝒏 +𝑼𝒏 − 𝟐 = 𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐 

ainsi      𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐 = (𝟏 − 𝒆
−𝑼𝒏)(𝑼𝒏 − 𝟐) 

     b) pour  𝒏 = 𝟎  on a  𝑼𝟎 = 𝟏 donc  𝟎 < 𝑼𝟎 < 𝟐  vrai  

Soit ∈ ℕ , supposons que 𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝟐  et montrons que 𝟎 < 𝑼𝒏+𝟏 < 𝟐   

On a : 𝑼𝒏+𝟏 = (𝟐 − 𝑼𝒏)𝒆
−𝑼𝒏 + 𝑼𝒏 > 𝟎  car 𝑼𝒏 > 𝟎 ;  𝒆−𝑼𝒏 > 𝟎  et   𝟐 − 𝑼𝒏 > 𝟎     (1) 

On a : 𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐 = (𝟏 − 𝒆
−𝑼𝒏)(𝑼𝒏 − 𝟐) < 𝟎  car  𝑼𝒏 − 𝟐 < 𝟎  et  𝟏 − 𝒆−𝑼𝒏 > 𝟎    (2) 

de  (1)  et  (2) on a :  𝟎 < 𝑼𝒏+𝟏 < 𝟐   
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conclusion pour tout 𝒏 ∈ ℕ on  a :  𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝟐   

     c) pour tout 𝒏 ∈ ℕ ; on a : 𝑼𝒏+𝟏 −𝑼𝒏 = (𝟐 − 𝑼𝒏)𝒆
−𝑼𝒏   or  𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝟐  ⇨  −𝟐 < −𝑼𝒏 < 𝟎  ⇨ 

𝟎 < 𝟐 − 𝑼𝒏 < 𝟐  ⇨   𝟐 − 𝑼𝒏 > 𝟎  et  𝒆−𝑼𝒏 > 𝟎  donc  (𝟐 − 𝑼𝒏)𝒆
−𝑼𝒏 > 𝟎  donc   𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏 > 𝟎 

donc   𝑼𝒏+𝟏 > 𝑼𝒏 ainsi la suite (𝑼𝒏) est croissante et comme (𝑼𝒏) est majorée par 𝟐  

donc la suite (𝑼𝒏) est convergente. 

2)  𝜶 = 𝟏 − 𝒆−𝟐 

     a) On a : 𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝟐   ⇨  −𝟐 < −𝑼𝒏 < 𝟎   ⇨  𝒆−𝟐 < 𝒆−𝑼𝒏 < 𝟏  ⇨  −𝟏 < −𝒆−𝑼𝒏 < −𝒆−𝟐  ⇨ 

𝟎 < 𝟏 − 𝒆−𝑼𝒏 < 𝟏 − 𝒆−𝟐     ainsi  𝟎 < 𝟏 − 𝒆−𝑼𝒏 < 𝜶 

     b) On a :  𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐 = (𝟏 − 𝒆
−𝑼𝒏)(𝑼𝒏 − 𝟐)  ⇨  |𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐| = |𝟏 − 𝒆

−𝑼𝒏 ||𝑼𝒏 − 𝟐| 

or  𝟎 < 𝟏 − 𝒆−𝑼𝒏 < 𝜶  alors  |𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐| < 𝜶|𝑼𝒏 − 𝟐| 

     c) pour 𝒏 = 𝟎  on a |𝑼𝟎 − 𝟐| = 𝟏 ≤ 𝜶
𝟎 = 𝟏    vrai 

Soit 𝒏 ∈ ℕ supposons que |𝑼𝒏 − 𝟐| ≤ 𝜶
𝒏 et montrons que |𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐| ≤ 𝜶

𝒏+𝟏  

|𝑼𝒏 − 𝟐| ≤ 𝜶
𝒏  ⇨   𝜶|𝑼𝒏 − 𝟐| ≤ 𝜶

𝒏+𝟏  or  |𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐| < 𝜶|𝑼𝒏 − 𝟐|  donc  |𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐| ≤ 𝜶
𝒏+𝟏 

conclusion pour tout ∈ ℕ , |𝑼𝒏 − 𝟐| ≤ 𝜶
𝒏 

     d) pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : |𝑼𝒏 − 𝟐| ≤ 𝜶
𝒏 

or 𝜶 = 𝟏 − 𝒆−𝟐    ⇨   −𝟏 < 𝜶 < 𝟏  donc  𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝜶𝒏 = 𝟎  donc  𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑼𝒏 − 𝟐 = 𝟎 

ainsi   𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑼𝒏 = 𝟐 

𝟑)  𝑺𝒏 =∑𝑼𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

     ;    𝒏 ∈ ℕ 

     a) pour tout 𝒌 ∈ ℕ on a :   |𝑼𝒌 − 𝟐| ≤ 𝜶
𝒌  ⇨   −𝜶𝒌 ≤ 𝑼𝒌 − 𝟐 ≤ 𝜶

𝒌  ⇨  𝟐 − 𝜶𝒌 ≤ 𝑼𝒌 ≤ 𝟐 + 𝜶
𝒌   ⇨ 

     b) pour tout 𝒌 ∈ ℕ on a : 𝟐 − 𝜶𝒌 ≤ 𝑼𝒌 ≤ 𝟐 + 𝜶
𝒌   ⇨  

∑(𝟐− 𝜶𝒌)

𝒏

𝒌=𝟎

≤∑𝑼𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

≤∑(𝟐 + 𝜶𝒌)

𝒏

𝒌=𝟎

    ⇨     ∑𝟐

𝒏

𝒌=𝟎

−∑𝜶𝒌
𝒏

𝒌=𝟎

≤ 𝑺𝒏 ≤∑𝟐

𝒏

𝒌=𝟎

+∑𝜶𝒌
𝒏

𝒌=𝟎

 

∑𝟐

𝒏

𝒌=𝟎

= 𝟐 + 𝟐 + 𝟐 +⋯+ 𝟐⏞            
𝒏+𝟏 𝐟𝐨𝐢𝐬

= 𝟐(𝒏 + 𝟏) 

∑𝜶𝒌
𝒏

𝒌=𝟎

= 𝜶𝟎 + 𝜶𝟏 + 𝜶𝟏 +⋯+𝜶𝒏 = 𝟏 + 𝜶𝟏 + 𝜶𝟏 +⋯+ 𝜶𝒏 

or 𝟏 + 𝜶𝟏 + 𝜶𝟏 +⋯+ 𝜶𝒏 est la somme des (𝒏 + 𝟏) premiers termes d’une suite géométrique de premier  

terme 𝟏 et de raison 𝜶 ≠ 𝟏 donc  http://mathematiques.kooli.me/
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𝜶𝟎 + 𝜶𝟏 + 𝜶𝟏 +⋯+ 𝜶𝒏 = 𝟏 × (
𝟏 − 𝜶𝒏+𝟏

𝟏 − 𝜶
)     𝐚𝐢𝐧𝐬𝐢   ∑𝜶𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

=
𝟏 − 𝜶𝒏+𝟏

𝟏 − 𝜶
 

𝐚𝐢𝐧𝐬𝐢 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒏 ∈ ℕ 𝐨𝐧 𝐚 ∶    𝟐(𝒏 + 𝟏) −
𝟏 − 𝜶𝒏+𝟏

𝟏 − 𝜶
≤ 𝑺𝒏 ≤ 𝟐(𝒏 + 𝟏) +

𝟏 − 𝜶𝒏+𝟏

𝟏 − 𝜶
 

     c) pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a :  𝟐(𝒏 + 𝟏) −
𝟏−𝜶𝒏+𝟏

𝟏−𝜶
≤ 𝑺𝒏 ≤ 𝟐(𝒏 + 𝟏) +

𝟏−𝜶𝒏+𝟏

𝟏−𝜶
    ⇨ 

𝟐(𝒏 + 𝟏)

𝒏
−
𝟏

𝒏
×
𝟏 − 𝜶𝒏+𝟏

(𝟏 − 𝜶)
≤
𝑺𝒏
𝒏
≤
𝟐(𝒏 + 𝟏)

𝒏
+
𝟏

𝒏
×
𝟏 − 𝜶𝒏+𝟏

(𝟏 − 𝜶)
 

𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝒏 + 𝟏

𝒏
= 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟏 +
𝟏

𝒏
= 𝟏     𝐝𝐨𝐧𝐜  𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞
 
𝟐(𝒏 + 𝟏)

𝒏
= 𝟐 

𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟏

𝒏
×
𝟏 − 𝜶𝒏+𝟏

(𝟏 − 𝜶)
= 𝟎 

𝐝𝐨𝐧𝐜   𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟐(𝒏 + 𝟏)

𝒏
−
𝟏

𝒏
×
𝟏 − 𝜶𝒏+𝟏

(𝟏 − 𝜶)
= 𝟐     𝐞𝐭     𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞

𝟐(𝒏 + 𝟏)

𝒏
+
𝟏

𝒏
×
𝟏 − 𝜶𝒏+𝟏

(𝟏 − 𝜶)
= 𝟐 

𝐚𝐢𝐧𝐬𝐢     𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑺𝒏
𝒏
= 𝟐 

 

Exercice 4  

𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐
+ 𝒍𝒏𝒙     ;        𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[ 

𝟏)  𝐚) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝟐𝒙 − 𝟏⏞    
−𝟏

𝒙𝟐⏟
𝟎+

⏞    
−∞

+ 𝒍𝒏𝒙⏞
−∞

= −∞ 

donc la droite d’équation 𝒙 = 𝟎 est asymptote verticale à (Cf)  

      𝐛) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐
+ 𝒍𝒏𝒙 = +∞    𝐜𝐚𝐫  𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞

𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞

𝟐

𝒙
= 𝟎     𝐞𝐭     𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞
𝒍𝒏𝒙 = +∞  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞

𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙𝟑
+
𝒍𝒏𝒙

𝒙
= 𝟎 

donc (Cf) admet une branche parabolique de direction (𝑶 , 𝒊  ) au voisinage de +∞. 

2)  a) 𝒇 est dérivble sur ]𝟎 , +∞[ et pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 ,+∞[ on a : 

𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒙𝟐 − 𝟐𝒙(𝟐𝒙 − 𝟏)

𝒙𝟒
+
𝟏

𝒙
=
𝟐𝒙 − 𝟐(𝟐𝒙 − 𝟏)

𝒙𝟑
+
𝒙𝟐

𝒙𝟑
=
𝟐𝒙 − 𝟒𝒙 + 𝟐 + 𝒙𝟐

𝒙𝟑
=
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐

𝒙𝟑
 

     𝐛) 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒙 ∈ ]𝟎 ,+∞[ 𝐨𝐧 𝐚 ∶ 𝒇′(𝒙) =
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐

𝒙𝟑
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donc 𝒇′(𝒙) prend le signe de 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐 sur ]𝟎 , +∞[  

or pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 ,+∞[ on a : 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏 + 𝟏 = (𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝟏 > 𝟎  

donc pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 ,+∞[ on a : 𝒇′(𝒙) > 𝟎 

                 𝒙   𝟎                                          +∞ 

          𝒇′(𝒙)                          + 

                                                                  +∞ 

          𝒇(𝒙)      −∞ 

     c) On a : 𝒇 est continue et strictement croissante sur ]𝟎 , +∞[ donc 𝒇 réalise une bijection de ]𝟎 , +∞[  

sur 𝒇(]𝟎 , +∞[) = ]−∞ ,+ ∞[ = ℝ  or  𝟎 ∈ ℝ donc 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet une unique solution 𝜶 dans ]𝟎 , +∞[ 

on a : 𝒇(𝟎, 𝟓) ≃ −𝟎, 𝟔𝟗   ;    𝒇(𝟎, 𝟔) ≃ 𝟎, 𝟎𝟒   on a:  𝒇(𝟎, 𝟓) × 𝒇(𝟎, 𝟔) < 𝟎   donc   𝟎, 𝟓 < 𝜶 < 𝟎, 𝟔 

3)  𝒇′(𝟏) = 𝟏  et  𝒇(𝟏) = 𝟏 

∆∶ 𝒚 = 𝒇′(𝟏)(𝒙 − 𝟏) + 𝒇(𝟏) ;   ∆∶ 𝒚 = 𝒙 − 𝟏 + 𝟏  donc  ∆∶ 𝒚 = 𝒙 

4)  𝒉(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒙 − 𝟏)   ;    𝒙 ∈ ]𝟏 ,+∞[ 

     a) Pour tout 𝒙 ∈ ]𝟏 ,+∞[ ; on a : 𝒇(𝒙) − 𝒉(𝒙) =
𝟐𝒙−𝟏

𝒙𝟐
+ 𝒍𝒏𝒙 − 𝒍𝒏(𝒙 − 𝟏) 

𝒙 > 𝟏 ⇨  𝟐𝒙 > 𝟐   ⇨  𝟐𝒙 − 𝟏 > 𝟏  ⇨  𝟐𝒙 − 𝟏 > 𝟎  et    𝒙𝟐 > 𝟎  donc  
𝟐𝒙−𝟏

𝒙𝟐
> 𝟎     (1) 

pour tout 𝒙 ∈ ]𝟏 ,+∞[ ; on a :  𝒙 > 𝒙 − 𝟏  ⇨  𝒍𝒏𝒙 > 𝒍𝒏(𝒙 − 𝟏)  ⇨    𝒍𝒏𝒙 − 𝒍𝒏(𝒙 − 𝟏) > 𝟎    (2) 

de (1)  et  (2)  on a :  
𝟐𝒙−𝟏

𝒙𝟐
+ 𝒍𝒏𝒙 − 𝒍𝒏(𝒙 − 𝟏) > 𝟎  donc 𝒇(𝒙) − 𝒉(𝒙) > 𝟎 

ainsi pour tout 𝒙 ∈ ]𝟏 ,+∞[ ; on a :  𝒇(𝒙) > 𝒉(𝒙) 

     b) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

[𝒇(𝒙) − 𝒉(𝒙)] = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

[
𝟐𝒙−𝟏

𝒙𝟐
+ 𝒍𝒏𝒙 − 𝒍𝒏(𝒙 − 𝟏)] = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞
[
𝟐𝒙−𝟏

𝒙𝟐
+ 𝒍𝒏(

𝒙

𝒙−𝟏
)] 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝟐𝒙−𝟏

𝒙𝟐
= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝟐

𝒙
= 𝟎    et   𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞

𝒙

𝒙−𝟏
= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒙

𝒙
= 𝟏  donc  𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞
𝒍𝒏 (

𝒙

𝒙−𝟏
) = 𝟎 

ainsi    𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

[𝒇(𝒙) − 𝒉(𝒙)] = 𝟎 

5)  Voir traçage de (Cf)  à la fin de la correction. 

𝟔)  𝐚) ∫ 𝒍𝒏(
𝒙

𝒙 − 𝟏
)

𝝀

𝟐

 𝒅𝒙 =? 

 posons  𝑼(𝒙) = 𝒍𝒏 (
𝒙

𝒙−𝟏
) = 𝒍𝒏𝒙 − 𝒍𝒏(𝒙 − 𝟏)        𝑼′(𝒙) =

𝟏

𝒙
−

𝟏

𝒙−𝟏
=

−𝟏

𝒙(𝒙−𝟏)
 

              𝑽′(𝒙) = 𝟏                                                     𝑽(𝒙) = 𝒙 

∫ 𝒍𝒏(
𝒙

𝒙 − 𝟏
)

𝝀

𝟐

 𝒅𝒙 = [𝒙𝒍𝒏(
𝒙

𝒙 − 𝟏
)]
𝟐

𝝀

−∫
−𝒙

𝒙(𝒙 − 𝟏)

𝝀

𝟐

 𝒅𝒙 = [𝒙𝒍𝒏(
𝒙

𝒙 − 𝟏
)]
𝟐

𝝀

+ ∫
𝟏

𝒙 − 𝟏

𝝀

𝟐

 𝒅𝒙 
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                                   = [𝒙𝒍𝒏 (
𝒙

𝒙 − 𝟏
)]
𝟐

𝝀

+ [𝒍𝒏(𝒙 − 𝟏)]𝟐
𝝀 

                                   = 𝝀𝒍𝒏(
𝝀

𝝀 − 𝟏
) − 𝟐𝒍𝒏𝟐 + 𝒍𝒏(𝝀 − 𝟏) 

                                   = 𝝀𝒍𝒏(
𝝀

𝝀 − 𝟏
) + 𝒍𝒏(𝝀 − 𝟏) − 𝟐𝒍𝒏𝟐 

     𝐛) 𝑨(𝝀) = ∫ |𝒇(𝒙) − 𝒉(𝒙)|
𝝀

𝟐

𝒅𝒙 = ∫ [𝒇(𝒙) − 𝒉(𝒙)]
𝝀

𝟐

 𝒅𝒙  𝐜𝐚𝐫   𝒇(𝒙) > 𝒉(𝒙) 

                     = ∫ [
𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐
+ 𝒍𝒏𝒙 − 𝒍𝒏(𝒙 − 𝟏)]

𝝀

𝟐

𝒅𝒙 = ∫ [
𝟐

𝒙
−
𝟏

𝒙𝟐
+ 𝒍𝒏(

𝒙

𝒙 − 𝟏
)]

𝝀

𝟐

𝒅𝒙 

                     = ∫
𝟐

𝒙

𝝀

𝟐

𝒅𝒙 − ∫
𝟏

𝒙𝟐

𝝀

𝟐

𝒅𝒙 + ∫ 𝒍𝒏(
𝒙

𝒙 − 𝟏
)

𝝀

𝟐

𝒅𝒙 

                     = [𝟐𝒍𝒏𝒙]𝟐
𝝀 + [

𝟏

𝒙
]
𝟐

𝝀

+ 𝝀𝒍𝒏(
𝝀

𝝀 − 𝟏
) + 𝒍𝒏(𝝀 − 𝟏) − 𝟐𝒍𝒏𝟐 

                     = 𝟐𝒍𝒏𝝀 − 𝟐𝒍𝒏𝟐 +
𝟏

𝝀
−
𝟏

𝟐
− 𝝀𝒍𝒏 (

𝝀 − 𝟏

𝝀
) + 𝒍𝒏(𝝀 − 𝟏) − 𝟐𝒍𝒏𝟐   𝒄𝒂𝒓    𝒍𝒏 (

𝝀

𝝀 − 𝟏
) = −𝒍𝒏 (

𝝀 − 𝟏

𝝀
)  

                     =
𝟏

𝝀
+ 𝟐𝒍𝒏𝝀 + 𝒍𝒏(𝝀 − 𝟏) − 𝝀𝒍𝒏(

𝝀 − 𝟏

𝝀
) − 𝟒𝒍𝒏𝟐 −

𝟏

𝟐
    

     𝐜) 𝒍𝒊𝒎
𝝀→+∞

𝝀𝒍𝒏(
𝝀 − 𝟏

𝝀
) = 𝒍𝒊𝒎

𝝀→+∞
𝝀𝒍𝒏(𝟏 −

𝟏

𝝀
) = 𝒍𝒊𝒎

𝝀→+∞
−
𝒍𝒏 (𝟏 −

𝟏
𝝀)

(𝟏 −
𝟏
𝝀) − 𝟏

 

𝒍𝒊𝒎
𝝀→+∞

𝟏 −
𝟏

𝝀
= 𝟏   𝒆𝒕   𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

𝒍𝒏𝒙

𝒙 − 𝟏
= 𝟏    𝐝𝐨𝐧𝐜     𝒍𝒊𝒎

𝝀→+∞
−
𝒍𝒏 (𝟏 −

𝟏
𝝀)

(𝟏 −
𝟏
𝝀) − 𝟏

= −𝟏   𝐝𝐨𝐧𝐜    𝒍𝒊𝒎
𝝀→+∞

𝝀𝒍𝒏(
𝝀 − 𝟏

𝝀
) = −𝟏  

𝒍𝒊𝒎
𝝀→+∞

𝑨(𝝀) = 𝒍𝒊𝒎
𝝀→+∞

[
𝟏

𝝀

⏞
𝟎

+ 𝟐𝒍𝒏𝝀⏞  
+∞

+ 𝒍𝒏(𝝀 − 𝟏)⏞      
+∞

−𝝀𝒍𝒏 (
𝝀 − 𝟏

𝝀
)

⏞        
𝟏

− 𝟒𝒍𝒏𝟐 −
𝟏

𝟐
] = +∞ 
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