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Exercice 1

Soit (un) la suite numérique définie sur N par :


u0 = 1

2
un+1 = un√

4u2
n +1

;∀n ∈ N

1 Montrer que ∀n ∈ N ; 0 ≤ un ≤ 1
2

2 a Montrer que la suite (un) est décroissante

b En déduire que la suite (un) est convergente puis calculer sa limite .

3 On considère la suite (vn) définie par: vn = 1
4u2

n
; (∀n ∈ N)

a Montrer que (vn) est une suite arithmétique .

b Écrire vn en fonction de n puis en déduire un en fonction de n

c Retrouver lim
n→+∞

un

d On pose Sn =
n∑

k=1
vk , n ∈ N∗ , calculer Sn en fonction de n puis trouver lim

n→+∞
Sn

n2

Exercice 2

Soit (Un) la suite numérique définie sur N∗ par :Un =
n∑

k=1

1
k!

1 Montrer que (Un) est croissante .

2 On définie la suite (Vn) définie sur N∗ par : Vn = Un + 1
n.n!

,∀n ∈ N∗ . Montrer que (Vn) est
décroissante .

3 a Montrer que ∀(p,q) ∈ N∗ ×N∗ on a : Up ≤ Vq

b En déduire que chacune des suites (Un) et (Vn) est convergente .
c Vérifier que (Un) et (Vn) sont adjacentes et qu’elles convergent vers la même limite ℓ

Exercice 3

Soit (Un) la suite numérique définie sur N∗ par :Un =
n∑

k=1

1
k +n2

1 Montrer que ∀n ∈ N∗ n

n+n2 ≤ Un ≤ n

1+n2 .

2 En déduire que (Un) est convergente .
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Exercice 4
On considère les deux suites à termes positifs (Un) et (Vn) définies par : U0 = a , V0 = b , Un+1 =

√
UnVn

et Vn+1 = 1
2

(Un +Vn) , ∀n ∈ N , 0 < a < b

1 Montrer que ∀n ∈ N ; Un ≤ Vn

2 Montrer que chacune de ces suites est monotone

3 En déduire de ce qui précéde que ces suites sont convergentes

4 a Prouver que ∀n ∈ N , (Vn+1 −Un+1) ≤ 1
2

(Vn −Un)

b Montrer que ∀n ∈ N , Vn −Un ≤ (b−a)(1
2

)n

c Vérifier alors que (Un) et (Vn) sont adjacentes .

Exercice 5

Soit (Un) la suite numérique définie sur N par :


U0 = 1

Un+1 = Un + 2
Un

;∀n ∈ N

1 a Montrer que ∀n ∈ N , Un ≥ 1

b Montrer que la suite (Un) est croissante
c Montrer que (Un) diverge vers +∞

2 On considère la suite (Vn) définie par: Vn = U2
n

4
; (∀n ∈ N)

a Montrer que ∀n ∈ N Vn+1 −Vn ≥ 1

b Montrer que ∀n ∈ N∗ , Vn ≥ n . Déduire la limite de Vn

c Montrer que ∀n ∈ N∗ on a : 1 ≤ Vn+1 −Vn ≤ 1+ 1
4n

. Déduire la limite de (Vn+1 −Vn)

Exercice 6

Soit (Un) la suite numérique définie sur N par :

U0 = 1
2

Un+1 =
√

2Un +3 ;∀n ∈ N

1 a Montrer que ∀n ∈ N , 1
2

≤ Un < 3

b Montrer que la suite (Un) est croissante
c En déduire que (Un) est convergente et calculer sa limite

2 a Montrer que ∀n ∈ N on a : 0 < 3−Un+1 ≤ 2
5

(3−Un)

b En déduire que ∀n ∈ N , 0 < 3−Un ≤ 3
(2

5

)n

c Retrouver la limite de la suite (Un)
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3 Soit la suite (Vn) définie sur N∗ par ,∀n ∈ N∗ ; Vn = n(3−Un)

a Montrer que ∀n ∈ N∗ on a : Vn+1
Vn

≤
(2

5

)
×
(

n+1
n

)
, puis Vn+1

Vn
≤
(4

5

)

b Montrer que ∀n ∈ N∗ on a : Vn ≤
(4

5

)n−1

4 On pose Sn =
n∑

k=1
kUk ,n ∈ N∗ .

a Montrer que ∀n ∈ N∗ on a : 0 ≤ 3n
(

n+1
2

)
−Sn ≤ 5

(
1−

(4
5

)n
)

b En déduire la limite de Sn

n2

Exercice 7
Soit (Un) la suite définie sur N∗ par : ∀n ∈ N∗ , Un = n

2n−1

1 Montrer que la suite (Un) est décroissante et minorée .

2 Montrer que ∀n ∈ N∗ , Un+1 = 1
2

Un + 1
2n , en déduire la limite de (Un)

3 On pose Sn =
n∑

k=1

k

2k−1 ,n ∈ N∗ .

a Montrer que Sn = −Un +4
(

1− 1
2n

)
b En déduire la limite de Sn

4 Soit la suite (Vn) définie sur N∗ par ,∀n ∈ N∗ ; Vn = n(sinx)n−1 , avec x ∈]0; π

6
[

a Montrer que ∀n ∈ N∗ ;Vn ≤ Un , en déduire lim
n→+∞

Vn

b Montrer que ∀n ∈ N∗ on a : Vn+1 = (sinx)Vn +(sinx)n

5 On pose S′
n =

n∑
k=1

k (sinx)k−1 ,n ∈ N∗ .

a Montrer que ∀n ∈ N∗ on a : S′
n =

(
sinx

sinx−1

)
Vn + 1− (sinx)n

(1− sinx)2

b Calculer lim
n→+∞

Sn

Exercice 8

Soit (Un) la suite définie sur N par :


U0 = 1

Un+1 = 1+ 1
1+Un

;∀n ∈ N

1 a Montrer que ∀n ∈ N , 1 ≤ Un ≤ 3
2
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b Montrer que ∀n ∈ N , |Un+1 −Un| ≤ 1
4

|Un −Un−1|

2 On pose ∀n ∈ N , αn = U2n et βn = U2n+1

a Vérifier que ∀n ∈ N ; βn = 1+ 1
1+αn

b Montrer que ∀n ∈ N ; αn ≤ βn

c Montrer que (αn) est croissante et que (βn) est décroissante .

d Vérifier alors que (αn) et (βn) sont adjacentes .

3 Montrer que |Un+1 −
√

2| ≤ 1
4

|Un −
√

2|

4 En déduire la limite de la suite (Un)

Exercice 9

Soit (Un) la suite définie sur N∗ par :


U1 = 2

Un+1 = 1+ 1
1+Un

;∀n ∈ N∗

1 a Montrer que ∀n ≥ 2 ,on a : n < Un < n+1 . En déduire lim
n→+∞

Un

b Montrer que la suite (Un) est croissante

2 Soit la suite (Vn) définie sur N∗ , par : Vn = 1
Un −n

−1

a Montrer que ∀n ∈ N∗; 1− 1
n

≤ Vn ≤ 1

b Déterminer lim
n→+∞

Vn et lim
n→+∞

(Un −n)

3 On pose Sn = 1
n2

n∑
k=1

kVk ,n ∈ N∗ .

a Montrer que ∀n ∈ N∗ ; Sn − n+1
2n

= 1
n2

n∑
k=1

k(Vk −1)

b En déduire que ∀n ∈ N∗ ; |Sn − n+1
2n

| ≤ 1
n

c En déduire que la suite (Sn) converge vers 1
2
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