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SUITES REELLES    4eme Mathématiques 

Exercice 1 

Soit  la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ par : 𝑼𝟎 =
𝟏

𝟐
  et ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏+𝟏 =

𝟐𝑼𝒏

𝟏+(𝑼𝒏)𝟐 

1)  a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝟏.   

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est monotone. 

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite. 

2)  Soit la suite (𝑽𝒏) définie sur ℕ par : 𝑽𝒏 =
𝟏−𝑼𝒏

𝟏+𝑼𝒏
  ∀𝒏 ∈ ℕ 

     a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑽𝒏+𝟏 = (𝑽𝒏)𝟐.  

     𝐛) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∀𝒏 ∈ ℕ ;  𝑽𝒏 = (
𝟏

𝟑
)

𝟐𝒏

 

    c) On pose pour tout 𝒏 ∈ ℕ ; 𝑷𝒏 = 𝑽𝟎 × 𝑽𝟏 × 𝑽𝟐 × … × 𝑽𝒏   montrer que  𝑷𝒏 = (
𝟏

𝟑
)

𝟐𝒏+𝟏−𝟏

  

    d) Calculer  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(
𝑷𝒏

 𝑽𝒏+𝟏 
)  

Exercice 2              

Soit la suite (𝑼𝒏) définie par 𝑼𝒐 = 𝟒  et  ∀𝒏 ∈ ℕ     𝑼𝒏+𝟏 =
𝑼𝒏

𝟐−𝟑𝑼𝒏+𝟔

𝑼𝒏−𝟏
 

1)  a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ   𝟑 ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟒 

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est décroissante. 

     c) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite. 

2)  a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ  on a :   𝟎 ≤ 𝑼𝒏+𝟏 − 𝟑 ≤
𝟏

𝟐
(𝑼𝒏 − 𝟑)  

     b) En déduire que ∀𝒏 ∈ ℕ  on a :   𝟎 ≤ 𝑼𝒏 − 𝟑 ≤ (
𝟏

𝟐
)

𝒏

 

3)  On admet que  ∀𝒏 ≥ 𝟒  on a : 𝟐𝒏 ≥ 𝒏𝟐  

Soit la suite (𝑽𝒏) définie sur ℕ par :  𝑽𝒏 = 𝒏(𝑼𝒏 − 𝟑) 

     a) Montrer que ∀𝒏 ≥ 𝟒  on a : 𝑽𝒏 ≤
𝟏

𝒏
  

     b) Déterminer alors la limite de la suite 𝑽. 

Exercice 3 

Soit 𝑼 une suite réelle définie sur ℕ par :  𝑼𝟎 = 𝟐 et 𝑼𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟏+𝑼𝒏
 pour tout 𝒏 ∈ ℕ. 

1)  On considère la suite 𝑽 définie sur ℕ par 𝑽𝒏 = 𝑼𝟐𝒏. 

     a) Montrer que 𝑽𝒏+𝟏 =
𝟐(𝟏+𝑽𝒏)

𝟑+𝑽𝒏
 . 

     b) Montrer par récurrence que 𝑽𝒏 ≥ 𝟏 pour tout 𝒏 ∈ ℕ. 

     c) Montrer que 𝑽 est une suite décroissante. 

     d) En déduire que 𝑽 est convergente et calculer sa limite. 

3)  Déterminer 𝒍𝒊𝒎
𝒏+∞

𝑼𝒏. 

4)  Soit la suite (𝑾𝒏) définie sur ℕ par :  𝑾𝒏 =
−𝟏+𝑼𝒏

𝟐+𝑼𝒏
 . 
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     a) Montrer que (𝑾𝒏) est une suite géométrique. 

     b) Retrouver 𝒍𝒊𝒎
𝒏+∞

𝑼𝒏. 

Exercice 4 

Soit la fonction 𝒇 définie  sur ℝ par 𝒇(𝒙) = √
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒙𝟐) 

1)  a) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ℝ et déterminer 𝒇′(𝒙).  

     b) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏] on a : 𝒇′(𝒙) ≤
𝟏

√𝟐
                        

2)  Soit la suite réelle (𝑼𝒏) définie sur ℕ par  𝑼𝟎 = 𝟎  et  𝑼𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑼𝒏). 

     a) Montrer par récurrence que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟎 ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟏       

     b) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : |𝑼𝒏+𝟏 − 𝟏| ≤
𝟏

√𝟐
|𝑼𝒏 − 𝟏| 

     c) En déduire que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : |𝑼𝒏 − 𝟏| ≤ (
𝟏

√𝟐
)

𝒏

   

    d) Déterminer alors 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑼𝒏 

Exercice 5                  

Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ par : 𝑼𝟎 = 𝟐  et ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏+𝟏 =
𝟑𝑼𝒏−𝟏

𝟐𝑼𝒏
 

1)  a) Montrer par récurrence que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 ≥ 𝟏   

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est décroissante.  

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite. 

2)  Soit la suite (𝑽𝒏) définie sur ℕ par : 𝐕𝐧 =
𝟐𝑼𝒏−𝟐

𝟐𝑼𝒏−𝟏
 

     a) Montrer que (𝑽𝒏) est une suite géométrique de raison 𝒒 =
𝟏

𝟐
 

     b) Exprimer 𝑽𝒏 puis 𝑼𝒏 en fonction de 𝒏  

     c) Retrouver la limite de la suite (𝑼𝒏). 

3)  a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏+𝟏 − 𝟏 ≤
𝟏

𝟐
(𝑼𝒏 − 𝟏) 

     b) Montrer par récurrence que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 − 𝟏 ≤
𝟏

𝟐𝒏 

     c) Retrouver alors la limite de la suite (𝑼𝒏). 

Exercice 6 

Soit la suite réelle (𝑼𝒏) définie sur ℕ par :  𝑼𝟎 = −𝟑 et  ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏+𝟏 =
𝑼𝒏−𝟖

𝟐𝑼𝒏−𝟗
 

1)  a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 < 𝟏    

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante. 

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite. 

2)  Soit la suite réelle (𝑾𝒏) définie sur ℕ par : 𝑾𝒏 =
𝑼𝒏−𝟏

𝑼𝒏−𝟒
 

     a) Montrer que 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑾𝒏) est une suite géométrique te.  

     b) Exprimer 𝑾𝒏  puis  𝑼𝒏 en fonction de 𝒏 et retrouver la limite de la suite (𝑼𝒏). ht
tp

://
m

at
he

m
at

iq
ue

s.
ko

ol
i.m

e/
   

  5
8 

 3
00

  1
74

http://mathematiques.kooli.me/


Kooli Mohamed Hechmi     58 300 174          http://mathematiques.kooli.me/ Page 3 
 

3)  a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : |𝑼𝒏+𝟏 − 𝟏|  ≤
𝟏

𝟕
|𝑼𝒏 − 𝟏| 

      b) En déduire que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : |𝑼𝒏 − 𝟏| ≤ 𝟒 (
𝟏

𝟕
)

𝒏

         

      c) Retrouver la limite de la suite (𝑼𝒏). 

Exercice 7         

Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ par : 𝑼𝒏+𝟏 = √
𝑼𝒏+𝟏

𝟐
 

1)  Dans cette question on suppose que  𝑼𝟎 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 où 𝒙 ∈ ]𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 = 𝐜𝐨𝐬 (
𝒙

𝟐𝒏) 

     b) En déduire la limite de la suite (𝑼𝒏). 

2)  Dans cette question on suppose que  𝑼𝟎 ∈ ]𝟎 , 𝟏[ 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝟏 

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est monotone. 

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite. 

Exercice 8 

1)  Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ par : 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

Montrer que 𝒇 est strictement croissante sur ℝ. 

2)  Soit (𝑼𝒏) la suite définie sur ℕ par : {
𝑼𝟎 = 𝟎                            

𝑼𝒏+𝟏 = 𝑼𝒏 + 𝐜𝐨𝐬(𝑼𝒏)
 

     a) Montrer pour tout entier naturel 𝒏,  𝟎 ≤ 𝑼𝒏 ≤
𝝅

𝟐
 

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite. 

𝟑)  𝐏𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒏 ∈ ℕ 𝐨𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞  𝑺𝒏 = ∑ 𝐜𝐨𝐬(𝑼𝒏)

𝒏

𝒌=𝟎

 

     a) Montrer pour tout entier naturel 𝒏,  𝑺𝒏 = 𝑼𝒏+𝟏  

     b) Déterminer 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝑺𝒏 

𝟒)  𝐏𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒏 ∈ ℕ 𝐨𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞  𝑽𝒏 = −
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝒏 + 𝟏
∑ 𝐜𝐨𝐬𝟐 (

𝑼𝒏

𝟐
)

𝒏

𝒌=𝟎

 

     a) Montrer, en utilisant la formule d’Euler que ∀𝜽 ∈ ℝ : 𝐜𝐨𝐬𝟐 (
𝜽

𝟐
) =

𝟏+𝐜𝐨𝐬 𝜽

𝟐
   

     b) En déduire ∀𝒏 ∈ ℕ on a 𝑽𝒏 =
𝑼𝒏+𝟏

𝟐(𝒏+𝟏
     

     c) Déterminer 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒏𝑽𝒏 

Exercice 9      

1)  Soit la suite réelle (𝑼𝒏) définie sur ℕ par : {
𝑼𝟎 = 𝟏                   

𝑼𝒏+𝟏 =
𝟒𝑼𝒏

𝟏+𝑼𝒏
         

 ∀𝒏 ∈ ℕ  

      a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ  on a : 𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝟑  

      b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante. 
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      c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite.  

2)  Soit la suite (𝑽𝒏) définie sur ℕ par : 𝑽𝒏 =
𝑼𝒏−𝟑

𝑼𝒏
. 

     a) Montrer que la suite (𝑽𝒏) est géométrique. 

     b) Exprimer 𝑽𝒏 puis 𝑼𝒏 en fonction de 𝒏. 

     c) Retrouver alors la limite de la suite (𝑼𝒏). 

𝟑)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑾𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ 𝐩𝐚𝐫 : 𝑾𝒏 =
𝟑

𝑼𝒏
  𝐞𝐭 𝐨𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞  𝑺𝒏 = ∑ 𝑾𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

 

      a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ  on a : 𝑾𝒏 = 𝟏 − 𝑽𝒏  

      b) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ  on a : 𝑺𝒏 = 𝒏 + 𝟏 +
𝟖

𝟑
(𝟏 − (

𝟏

𝟒
)

𝒏+𝟏

)  puis Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑺𝒏

𝒏
 

Exercice 10 

Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ par : 𝑼𝟎 = 𝟐  et   ∀𝒏 ∈ ℕ ; 𝑼𝒏+𝟏 =
𝟏+(𝑼𝒏)𝟐

𝟐𝑼𝒏
 

1)  Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 ≥ 𝟏 

2)  a) Etudier la monotonie de la suite (𝑼𝒏) . 

     b) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite. 

3)  a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏+𝟏 − 𝟏 ≤
𝟏

𝟐
(𝑼𝒏 − 𝟏) 

     b) En déduire que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 − 𝟏 ≤ (
𝟏

𝟐
)

𝒏

 et retrouver la limite de la suite (𝑼𝒏) 

𝟒)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑺𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑺𝒏 = ∑ 𝑼𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ∗ on a : 𝒏 ≤ 𝑺𝒏 ≤ 𝒏 + 𝟏 −
𝟏

𝟐𝒏    

     b) Déterminer alors 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑺𝒏  et  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑺𝒏

𝒏
 

Exercice 11        

Soit la suite réelle (𝑼𝒏) définie sur ℕ par : {
𝑼𝟎 = 𝟎                   

𝑼𝒏+𝟏 = √𝟑𝑼𝒏 + 𝟒
           ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵. 

1)  a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ 𝑰𝑵  on a : 𝟎 ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟒.  

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante. 

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite. 

2)  a) Montrer que pour tout  𝒏 ∈ ℕ  on a : 𝟒 − 𝑼𝒏+𝟏 ≤
𝟑

𝟒
(𝟒 − 𝑼𝒏).  

( On pourra commencer par exprimer 𝟒 − 𝑼𝒏+𝟏 en fonction de 𝟒 − 𝑼𝒏 ) 

      b) En déduire que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟒 − 𝑼𝒏 ≤ 𝟒 × (
𝟑

𝟒
)

𝒏

 

     c) Retrouver alors la limite de la suite (𝑼𝒏).  

𝟑)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑺𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 :   𝑺𝒏 = ∑ 𝑼𝒌

𝒏

𝒌=𝟎
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     a) Montrer que la suite (𝑺𝒏) est croissante. 

     b) Montrer par l’absurde que la suite (𝑺𝒏) n’est pas majorée.  

     c) Déterminer alors la limite de la suite (𝑺𝒏). 

4)  a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗ on a :  𝑺𝒏 ≥ 𝟒𝒏 − 𝟏𝟐 (𝟏 − (
𝟑

𝟒
)

𝒏

). 

( On pourra utiliser le résultat de la question  2)  b) 

     b) Retrouver alors la limite de la suite (𝑺𝒏).  

Exercice 12 

Soit 𝒇 une fonction impaire, définie, continue et strictement croissante sur ℝ. 

 

On désigne par 𝑪𝒇 sa courbe représentative dans un repère orthonormé  (𝑶 , 𝒊 , 𝒋).   

* La droite d’équation 𝒚 =
𝝅

𝟐
 est une asymptote à 𝑪𝒇 au voisinage de +∞.   

* Le point de coordonnées (𝟏 ,
𝝅

𝟒
) est un point de 𝑪𝒇.  

1)  Déterminer 𝒇(−𝟏), 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) et 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙).                                                                                                              

2)  On considère la fonction 𝒈 définie sur ]−∞ , −𝟏[ par : 𝒈(𝒙) = 𝒇 (
𝟏+𝒙

𝟏−𝒙
) 

    a) Déterminer (𝟎) , 𝒈(−𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒈(𝒙) et  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒈(𝒙). 

    b) Montrer que 𝒈 est continue sur ]−∞ , −𝟏[ 

    c) Montrer que g est strictement croissante sur ]−∞ , −𝟏[ 

3)  Soient 𝒉 la restriction de 𝒈 à l’intervalle [−𝟏 , 𝟎]  et n un entier naturel supérieur ou égal à 𝟐. 

    a) Montrer que l’équation 𝒉(𝒙) =
𝟏

𝒙+𝒏
 admet dans ]−𝟏 , 𝟎[ une unique solution 𝜶𝒏. 

    b) Montrer que la suite (𝜷𝒏)𝒏≥𝟐  définie par 𝜷𝒏 = 𝜶𝒏 + 𝒏 est strictement croissante. 

    c) En déduire que la suite (𝜶𝒏)𝒏≥𝟐 est strictement décroissante puis qu’elle est convergente. 

    d) Montrer que 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝜷𝒏 = +∞  et  𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝜶𝒏 = −𝟏 

Exercice 13 

On considère les suites (𝐔𝐧) et (𝐕𝐧) définies sur ℕ∗ par :  

𝑼𝒏 = (𝟏 +
𝟏

𝟏 × 𝟏!
) × (𝟏 +

𝟏

𝟐 × 𝟐!
) × … × (𝟏 +

𝟏

𝒏 × 𝒏!
)     𝐞𝐭    𝑽𝒏 = (𝟏 +

𝟏

𝒏 × 𝒏!
) 𝑼𝒏  

1)  Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante. 

𝟐)  𝐚) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∀𝒏 ∈ ℕ∗ : 𝑽𝒏+𝟏 − 𝑽𝒏 =
𝟏

𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟏)!
× (

𝒏

𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟏)!
− 𝒏𝟐 − 𝟏) 𝑼𝒏 

     b) En déduire que la suite (𝐕𝐧) est décroissante. 

3) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ∗ : 𝑽𝒏 − 𝑼𝒏 ≤
𝟒

𝒏
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4)  En déduire que les (𝐔𝐧) et (𝐕𝐧) converge vers un même réel 𝐋 et que    
𝟓

𝟐
≤ 𝐋 ≤

𝟐𝟓

𝟖
 

Exercice 14          

Soit les suites (𝑼𝒏) et (𝑽𝒏) définies sur ℕ par : 

𝐔𝟎 = 𝟎 ; 𝐕𝟎 = 𝟏  ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝐔𝐧+𝟏 =
𝟐𝐔𝐧+𝐕𝐧

𝟑
    et   𝐕𝐧+𝟏 =

𝟑𝐔𝐧+𝟐𝐕𝐧

𝟓
 

1)  Calculer   𝐔𝟏   et   𝐕𝟏  

2)  Montrer, par récurrence, que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : 𝐔𝐧 ≤ 𝐕𝐧         

3)  Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante et que la suite (𝑽𝒏) est décroissante. 

4)  Montrer que les suites (𝑼𝒏) et (𝑽𝒏)  sont convergentes et qu’elles admettent la même limite. 

5)  Soit la suite (𝑾𝒏)  définie sur ℕ par : 𝑾𝒏 = 𝟗𝐔𝐧 + 𝟓𝐕𝐧       

     a) Montrer que (𝑾𝒏) est une suite constante. 

     b) En déduire la valeur de la limite commune des suites (𝑼𝒏) et (𝑽𝒏). 

Exercice 15          

Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ∗ par : 𝑼𝟏 = 𝟏  ,  𝑼𝟐 = 𝟑  et ∀𝒏 ∈ ℕ∗ on a : 𝑼𝒏+𝟐 = 𝟔𝑼𝒏+𝟏 − 𝟖𝑼𝒏 

Soit la suite (𝑾𝒏) définie sur ℕ∗ par : 𝑾𝒏 =
𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
 

1)  a) Vérifier que ∀𝒏 ∈ ℕ∗ on a : 𝑾𝒏+𝟏 = 𝟔 −
𝟖

𝑾𝒏
 

     b) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ∗ on a  𝟐 < 𝑾𝒏 < 𝟒 

     c) Montrer que la suite 𝒘 est croissante 

     d) Montrer que la suite 𝒘 est convergente et déterminer sa limite. 

2)  Soit la suite réelle 𝒕 définie sur ℕ∗ par 𝒕𝒏 =
𝑾𝒏−𝟒

𝑾𝒏−𝟐
 

     a) Montrer que 𝒕 est une suite géométrique de raison 
𝟏

𝟐
 

     b) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ∗ on a  𝑾𝒏 =
𝟐(𝟏+𝟐𝒏)

𝟏+𝟐𝒏−𝟏  

     c) En déduire que  𝑼𝒏 = 𝟐𝒏−𝟐(𝟏 + 𝟐𝒏−𝟏) 

     d) Déterminer la limite de la suite 𝑼. 

Exercice 16 

On considère les suites  (𝑼𝒏)  et  (𝑽𝒏) définies sur ℕ par : 

{
𝑼𝟎 = 𝟎                                   

𝑼𝒏+𝟏 = 𝜶𝑼𝒏 + (𝟏 − 𝜶)𝑽𝒏
      𝒏 ∈ ℕ      𝐞𝐭       {

𝑽𝟎 = 𝟐                                      

𝑽𝒏+𝟏 = (𝟏 − 𝜶)𝑼𝒏 + 𝜶𝑽𝒏  
 𝒏 ∈ ℕ     𝐚𝐯𝐞𝐜    

𝟏

𝟐
< 𝜶 < 𝟏 

1)  Soit la suite (𝒕𝒏) définie sur ℕ par 𝒕𝒏 = 𝑽𝒏 − 𝑼𝒏  

      a) Calculer  𝒕𝟎  et  𝒕𝟏 

      b) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝒕𝒏 = 𝟐(𝟐𝜶 − 𝟏)𝒏 

      c) En déduire la limite de la suite (𝒕𝒏) 

2)  a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 ≤ 𝑽𝒏 

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante et que la suite (𝑽𝒏) est décroissante. 

     c) En déduire que les suites (𝑼𝒏)  et  (𝑽𝒏) convergent vers une même limite 𝜷. 
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     d) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 + 𝑽𝒏 = 𝟑 

      e) En déduire la valeur de 𝜷 

Exercice 17 

Soient 𝒂 et 𝒃 deux réels tels que  𝟎 < 𝒂 < 𝒃 . On définie sur ℕ deux suites réelles 𝑼 et  𝑽  

par :  {
𝑼𝟎 = 𝒂                                            𝑽𝟎 = 𝒃                         

∀𝒏 ∈ ℕ      𝑼𝒏+𝟏 =
𝟐𝑼𝒏𝑽𝒏

𝑼𝒏+𝑽𝒏
     𝒆𝒕    𝑽𝒏+𝟏 =

𝑼𝒏+𝑽𝒏

𝟐
          

 

1)  Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝑽𝒏 

2)  Montrer que la suite 𝑼 est croissante et que la suite 𝑽 est décroissante. 

3)  Montrer que les suites 𝑼 et 𝑽 sont convergentes  

𝟒)  𝐚) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞  ∀𝒏 ∈ ℕ 𝐨𝐧 𝐚 ∶  𝑽𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏+𝟏 <
𝟏

𝟐
(𝑽𝒏 − 𝑼𝒏) 

      𝐛) 𝐄𝐧 𝐝é𝐝𝐮𝐢𝐫𝐞 𝐪𝐮𝐞  ∀𝒏 ∈ ℕ 𝐨𝐧 𝐚 ∶  𝑽𝒏 − 𝑼𝒏 < (
𝟏

𝟐
)

𝒏

(𝒃 − 𝒂)  

      c) En déduire que les suites 𝑼 et 𝑽 sont adjacentes et qu’elles ont la même limite 𝑳.  

5)   a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏𝑽𝒏 = 𝒂𝒃.           

      b) En déduire la valeur de 𝑳. 

Exercice 18 

1)  Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 , +∞[ par : 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐+𝒙+𝟏
 

     a) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

     b) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[, on a : 𝟏 − 𝒙 ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟏 

𝟐)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑼𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞  𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑼𝒏 =
𝟏

𝒏
∑ (

𝟏

𝒏 + 𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟏

 

     a) Montrer que pour tout ∈ ℕ∗ , on a :  
𝟏

𝟐𝒏
≤ 𝑼𝒏 ≤

𝟏

𝒏
  

     b) Déterminer alors la limite de la suite (𝑼𝒏). 

𝟑)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑾𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑾𝒏 =
𝟏

𝒏
∑ 𝒇 (

𝟏

𝒏 + 𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟏

 

     a) Justifier que tout 𝒏 ∈ ℕ∗et  𝟏 ≤ 𝒌 ≤ 𝒏 , on a : 𝟏 −
𝟏

𝒏+𝒌
≤ 𝒇 (

𝟏

𝒏+𝒌
) ≤ 𝟏  

     b) En déduire que  𝟏 − 𝑼𝒏 ≤ 𝑾𝒏 ≤ 𝟏 

     c) Déterminer alors la limite de la suite (𝑾𝒏). 

Exercice 19         

Soit la suite réelle 𝑼 définie sur ℕ par : {
𝑼𝟎 = 𝟏                

𝑼𝒏+𝟏 = 𝑼𝒏 +
𝟐

𝑼𝒏

 

1)  Montrer que pour tout entier naturel 𝒏 on a : 𝑼𝒏 ≥ 𝟏. 

2)  Montrer que la suite 𝑼 est croissante. 

3)  Montrer que la suite 𝑼 diverge vers +∞. ht
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4)  a) Montrer que pour tout entier naturel 𝒏 on a :     𝟒 ≤ 𝑼𝒏+𝟏
𝟐 − 𝑼𝒏

𝟐 ≤ 𝟒 + 𝟐(𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏) 

     b) En déduire que pour tout entier naturel 𝒏 on a :      𝟒𝒏 ≤ 𝑼𝒏
𝟐 − 𝟏 ≤ 𝟒𝒏 + 𝟐𝑼𝒏 − 𝟐  

     c) Montrer alors que pour tout entier naturel 𝒏 on a :   𝟏 −
𝟐

𝑼𝒏
+

𝟏

𝑼𝒏
𝟐 ≤

𝟒𝒏

𝑼𝒏
𝟐 ≤ 𝟏 −

𝟏

𝑼𝒏
𝟐  

     d) En déduire  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

(
𝟐√𝒏

𝑼𝒏
) 

Exercice 20 

Soit la suite réelle (𝑼𝒏) définie sur ℕ par  𝑼𝟎 = 𝟏 : 𝑼𝒏+𝟏 =
𝑼𝒏

𝟐+𝑼𝒏
  ∀𝒏 ∈ ℕ 

2)  a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 > 𝟎. 

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est décroissante. 

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite. 

3)  Soit la suite (𝑽𝒏) définie sur ℕ par : 𝑽𝒏 =
𝑼𝒏

𝟏+𝑼𝒏
 

     a) Montrer que la suite (𝑽𝒏) est géométrique. 

     b) Montrer que : ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 =
𝟏

𝟐𝒏+𝟏−𝟏
. Retrouver la limite la suite (𝑼𝒏) 

Exercice 21 

Soit la suite réelle (𝑼𝒏) définie sur ℕ par : {
𝑼𝟎 = 𝟎         

𝑼𝒏+𝟏 =
𝟒𝑼𝒏

𝟏+𝑼𝒏

     𝒏 ∈ ℕ  

1)  a) Calculer 𝑼𝟏 et 𝑼𝟐  

     b) Montrer, par récurrence, que pour tout n de ℕ on a : 𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝟑 

     c) Calculer la limite de la suite (𝑼𝒏). 

2)  Soit la suite (𝑽𝒏) définie sur ℕ par : 𝑽𝒏 =
𝑼𝒏−𝟑

𝑼𝒏
 

     a) Montrer que (𝑽𝒏) est une suite géométrique dont on donnera la raison et le premier terme. 

     b) Exprimer 𝑽𝒏 puis 𝑼𝒏 en fonction de 𝒏. 

     c) Retrouver la limite de (𝑼𝒏).  

𝟑)  𝐎𝐧 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐢𝐝è𝐫𝐞 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑾𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ 𝐩𝐚𝐫 : 𝑾𝒏 =
𝟑

𝑼𝒏
 𝐞𝐭 𝐩𝐨𝐬𝐞  𝑺𝒏 = ∑ 𝑾𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

 

     a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ : 𝑾𝒏 = 𝟏 − 𝑽𝒏 

     b) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ : 𝑺𝒏 = 𝒏 + 𝟏 +
𝟖

𝟑
[(𝟏 − (

𝟏

𝟒
)

𝒏+𝟏

)]  

     c) Calculer 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑺𝒏

𝒏
 

Exercice 22 

Soit (𝑼𝒏) la suite définie sur ℕ par 𝑼𝟎 =
𝟑

𝟐
  et  𝑼𝒏+𝟏 =

𝑼𝒏

√𝟏+𝑼𝒏
   : 𝒏 ∈ ℕ. 

1)  a) Montrer que pour tout ∈ ℕ , 𝑼𝒏 > 𝟎. ht
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     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est décroissante.     

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite.  

2)  Soit (𝑽𝒏) la suite définie sur ℕ par  𝑽𝟎 = 𝟏  et   𝑽𝒏+𝟏 =
𝑽𝒏

𝑼𝒏
  ; ∈ ℕ.  

      a) Montrer que pour tout 𝒏 ≥ 𝟏 ; 𝑽𝒏+𝟏 ≥
√𝟏𝟎

𝟑
𝑽𝒏 . 

      b) En déduire par récurrence que pour tout 𝒏 ≥ 𝟏 ; 𝑽𝒏 ≥
𝟐

𝟑
(

√𝟏𝟎

𝟑
)

𝒏−𝟏

 

      c) puis déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑽𝒏 

𝟑)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑺𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑺𝒏 =
𝟏

𝒏
∑

𝟏

𝑽𝒌
𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

  ;   𝒏 ≥ 𝟏 

      𝐚) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∀𝒏 ≥ 𝟏  𝐨𝐧 𝐚 ∶  ∑
𝟏

𝑽𝒌
𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

≤
𝟒𝟓

𝟐
(𝟏 − (

𝟗

𝟏𝟎
)

𝒏

) 

      b) En déduire que la suite (𝑺𝒏) converge vers une limite que l’on déterminera.  

Exercice 23 

A)  Soit la suite réelle 𝑼 définie sur ℕ par : {
𝑼𝟎 =

𝟏

𝟐
                                   

𝑼𝒏+𝟏 =
𝟐𝑼𝒏

𝟏+(𝑼𝒏)𝟐      ∀𝒏 ∈ ℕ
 . 

1)  a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝟏              

     b) Montrer que la suite 𝑼 est monotone. 

     c) En déduire que la suite 𝑼 est convergente et calculer sa limite.  

𝟐)  𝐒𝐨𝐢𝐞𝐧𝐭 𝐥𝐞𝐬 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞𝐬 𝑽 𝐞𝐭  𝑺 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞𝐬 𝐬𝐮𝐫 ℕ 𝐩𝐚𝐫 : 𝑽𝒏 = 𝟏 − 𝑼𝒏   𝐞𝐭  𝑺𝒏 = ∑ 𝑽𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟎 ≤ 𝑽𝒏+𝟏 ≤
𝟐

𝟓
𝑽𝒏 

     b) En déduire que  ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟎 ≤ 𝑽𝒏 ≤
𝟏

𝟐
(

𝟐

𝟓
)

𝒏

         

     c) En déduire que  ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟎 ≤ 𝑺𝒏 ≤
𝟓

𝟔
[𝟏 − (

𝟐

𝟓
)

𝒏+𝟏

] 

     d) Déterminer alors  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑺𝒏

𝒏
  

3)  Soit la suite 𝑾 définie sur ℕ par : 𝑾𝒏 =
𝟏−𝑼𝒏

𝟏+𝑼𝒏
  

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑾𝒏+𝟏 = (𝑾𝒏)𝟐  

     b) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑾𝒏 = (
𝟏

𝟑
)

𝟐𝒏

  

𝟒)  𝐚) 𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞𝐫 𝐞𝐧 𝐟𝐨𝐧𝐯𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝𝐞 𝒏 𝐥𝐚 𝐬𝐨𝐦𝐦𝐞  𝑨𝒏 = ∑ 𝟐𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

 

     b) On pose ∀𝒏 ∈ ℕ ;  𝑷𝒏 = 𝑾𝟎 × 𝑾𝟏 × … × 𝑾𝒏 

Exprimer 𝑷𝒏 en fonction de 𝒏. ht
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     c) Calculer 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

(
𝑷𝒏

𝑾𝒏+𝟏
) 

𝐁)  𝐒𝐨𝐢𝐭 (𝑺′
𝒏) 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑺′

𝒏 =
𝟏

𝟐𝒏
∑ 𝟐𝒌𝑼𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

 

𝟏)  𝐚) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∀𝒏 ∈ ℕ∗ 𝐨𝐧 𝐚 : 𝑺′
𝒏+𝟏 − 𝑺′

𝒏 =
𝟏

𝟐𝒏+𝟏
(𝟐𝒏+𝟏𝑼𝒏+𝟏 − ∑ 𝟐𝒌𝑼𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

) 

      𝐛) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∀𝒏 ∈ ℕ∗ 𝐨𝐧 𝐚 : ∑ 𝟐𝒌𝑼𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

< 𝟐𝒏+𝟏𝑼𝒏+𝟏 

2)  a) Montrer que la suite (𝑺′
𝒏) est croissante.    

     b) En utilisant la question 1) b), montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ∗,  𝑺′
𝒏 < 𝟐  

     c) En déduire que la suite (𝑺′
𝒏) est convergente.  

3)  a) Vérifier que ∀𝒏 ∈ ℕ∗ on a : 
𝟐𝒏+𝟏

𝑼𝒏+𝟏
−

𝟐𝒏

𝑼𝒏
= 𝟐𝒏𝑼𝒏 

     b) En déduire ∀𝒏 ∈ ℕ∗ on a : 𝑺′
𝒏 =

𝟐

𝑼𝒏+𝟏
−

𝟓

𝟐𝒏+𝟏 

     c) Calculer alors la limite de la suite (𝑺′
𝒏).  

Exercice 24        

Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ par : 𝑼𝟎 = 𝟎  et ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏+𝟏 =
𝟐𝑼𝒏+𝟑

𝑼𝒏+𝟒
 

1)  a) Montrer par récurrence que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟎 ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟏   

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante. 

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite. 

2)  Soit la suite (𝑽𝒏) définie sur ℕ par : 𝐕𝐧 =
𝑼𝒏−𝟏

𝑼𝒏+𝟑
 

     a) Montrer que (𝑽𝒏) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme. 

     𝐛) 𝐄𝐧 𝐝é𝐝𝐮𝐢𝐫𝐞 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝐕𝐧    𝐞𝐭  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

∑ 𝐕𝐤

𝒏

𝒌=𝟎

 

     c) Exprimer 𝑼𝒏 en fonction de 𝒏 et retrouver la limite de (𝑼𝒏). 

Exercice 25     

1)  a) Montrer que pour tout 𝒌 ∈ ℕ∗ on a : 𝟏 −
𝟏

𝒌𝟐 = (
𝒌−𝟏

𝒌
) (

𝒌+𝟏

𝒌
) 

     b) Soit  𝑼𝒏 = (𝟏 −
𝟏

𝟐𝟐) (𝟏 −
𝟏

𝟑𝟐) … (𝟏 −
𝟏

𝒏𝟐)  ; 𝒏 ∈ ℕ∗\{𝟏} calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑼𝒏 

2)  Soit 𝑽𝒏 = 𝟏 +
𝟏

√𝟐
+

𝟏

√𝟑
+ ⋯ +

𝟏

√𝒏
 ; 𝒏 ∈ ℕ∗ 

      a) Montrer que la suite (𝑽𝒏) est croissante. 

      b) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗on a : 𝑽𝟐𝒏 − 𝑽𝒏 ≥
𝟏

√𝟐
          

      c) En déduire que la suite (𝑽𝒏) diverge vers +∞. 
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