SUITES REELLES 4°™ Mathematiques
Exercice 1

Soit la suite (U,,) définie sur N par : U, = % etvneNona: U, = %
1) a) Montrer que pour toutn e Nona:0< U, < 1.
b) Montrer que la suite (U,,) est monotone.

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite:

1-U,
1+U,

2) Soit la suite (V,,) définie sur N par : V,, = vneN

a) Montrer que pour toutn € Nona: V,,, = (V)2
Zn

b) MontrerquevVn e N; V,, = (§>

2n+1_1

C) On pose pourtoutn eEN ; Pn = VO X V1 X VZ X ... X Vn montrer que Pn = (%)

d) Calculer lim ( Pn )

n—-+o n+1
Exercice 2

U,%-3U,+6

Soit la suite (Uy,) définie par U, = 4 et vne N, Uy = =7 —

1) a) MontrerquevneN 3<U, <4
b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.

c) Montrer que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

2) a) Montrerquevn e N ona: OSUnH—BS%(Un—B)

b) En déduirequevne N onai: 0<U,—-3 < (%)n
3) Onadmet que Vn >4 on a<2" > n?
Soit la suite (V,,) définie sur N‘par : V, = n(U, — 3)

a) Montrerque vn =2 4wona:V, < %

b) Déterminer alors.la limite de la suite V.

Exercice 3

Soit U une suite'réele définiesur Npar: Uy =2¢etU, ;1 = ﬁ pour tout n € N.

1) On considereda suite V définie sur N par V,, = U,,.

a) Montrerque V,,,q = 2(31:VV")

b) Montrer par récurrence que V,, > 1 pour tout n € N.

cy'Montrer que V est une suite décroissante.

d) En déduire que V est convergente et calculer sa limite.
3)=Déterminer gliggUn.

4) Soit la suite (W,,) définie sur N par : W,, = —_ZI:UU" :
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a) Montrer que (W,,) est une suite géométrique.

b) Retrouver limU,,.
n+oo

Exercice 4

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = /% (1 + x2)

1) a) Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f'(x).

b) Montrer que pour toutx € [0,1]ona: f'(x) < %

2) Soit la suite réelle (U,,) définie sur N par Uy, =0 et U,,, = f(U,).

a) Montrer par récurrence que pour toutn € Nona: 0< U, < 1

b) Montrer que pour toutn e Nona: |U,;q — 1| < %lun -1
, . 1 n

c) En déduire que pourtoutn e Nona: |U, — 1| < (ﬁ)

d) Déterminer alors lim U,

n—-+oo

Exercice 5

Soit la suite (U,,) définiesur Npar: U, =2 etVvneNona: U, ;4 = 0

1) a) Montrer par récurrence que Yn € Nvona: U, > 1
b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

20,2
2U,—1

2) Soit la suite (V,,) définie sur N par :V, =

a) Montrer que (V,,) est une suite'géométrique de raison q = %

b) Exprimer V,, puis U,, en fonction de n
c) Retrouver la limite de'la suite (U,,).
3) a) Montrerquevn e Nvena:U,,1 —1 < %(Un -1)

1

b) Montrer par récurrenceque vn e Nona: U, — 1< o

c) Retrouver alors la limite de la suite (U,,).

Exercice 6

Soit la suite réelle’(U,,) définie sur N par: Uy = -3 et yneNona: U, =

1) a) Montrerquevne Nona:U, <1
b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

c) Endéduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.
Up—1

2) Soitjla suite réelle (W,,) définie sur N par : W,, = U

a) Montrer que la suite (W,,) est une suite géométrique te.

_ 3Up-1

Un-8

20,9

b) Exprimer W,, puis U, en fonction de n et retrouver la limite de la suite (U,,).
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3) a)Montrerquevn e Nona: |Up; — 1| < %IUn -1

n
b) En déduirequevn e Nona: |U, — 1| < 4(%)
c) Retrouver la limite de la suite (U,,).
Exercice 7

Up+1

Soit la suite (U,,) définiesur N par : U1 = 5

1) Dans cette question on suppose que Uy = cosx oU x € ]0 g[

a) Montrer que vn € Nona: U,, = cos (Zin)

b) En déduire la limite de la suite (U,,).
2) Dans cette question on suppose que U, € ]10,1]
a) Montrerquevne Nona:0< U, <1
b) Montrer que la suite (U,,) est monotone.
c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.
Exercice 8
1) Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x + cos x
Montrer que f est strictement croissante sur. R.

U():

2) Soit (U,,) la suite définie sur N par : {Un+1 = U, + cos(U,)

a) Montrer pour tout entier natureln, 0 < U, < g

b) Montrer que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

n

3) Pour toutn € N on pose*S,, = Z cos(U,,)
k=0

a) Montrer pour tout'entier naturel n, §,, = U,

b) Déterminer lims,;

X—>+0
n
4) Pour toutn €N V—1+1Z Z(U">
) Pour toutn on pose V, = >t cos >
k=0
a) Montrery'en utilisant la formule d’Euler que V0 € R : cos? (g) = 1+°2°se
A i _ Un+1
b) En deduirevn e NonaV, = T
c) Déterminer liTnVn
X—+o0
Exercice,9
UO = 1
1) Soit la suite réelle (U,,) définie sur N par : {U _aU, vn € N
n+l — 1+U,

a) Montrer que pourtoutn e N ona:0< U, <3
b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.
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c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.
Up,-3
Up ~

2) Soit la suite (V,,) définie sur N par : V,, =

a) Montrer que la suite (V,,) est géométrique.
b) Exprimer V,, puis U, en fonction de n.

c) Retrouver alors la limite de la suite (U,,).

n
3
3) Soit la suite (W,,) définie sur N par: W, = - eton pose. S, = Z W,
" k=0

a) Montrer que pourtoutn € N ona: W, =1-V,

n+1
b) Montrer que pourtoutn e N ona: S, =n+1 +§(1 = (1) ) puis Calculer lim Sn

4 n-+oco n

Exercice 10

1+(Uy)?
20U,

Soit la suite (U,,) définie sur Npar: Uy, =2 et VneN ; U, =

1) Montrer que pourtoutn e Nona: U, =1
2) a) Etudier la monotonie de la suite (U,,) .

b) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

3) a) Montrer que pourtoutn e Nona : Upyp— 1 < %(Un -1)

n
b) En déduire que pourtoutn e Nona,: U, —1 < (%) et retrouver la limite de la suite (U,,)

n
4) Soit la suite (S,,) définie sur N* par: §,, = Z Uy
k=1

a)MontrerqueVneN*ona:nSSnSn+1—zin

b) Déterminer alors lim-S;. et lim Sn

np+o n—-+oo N
Exercice 11

. . . - Up=0
Soit la suite réelle (U4)~définie sur N par : {Un+1 _ m vn € IN.

1) a) Montrer que'pour toutn € IN ona:0<U, <4.
b) Montrer.quela suite (U,,) est croissante.

c) En déduire-que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.
2) a) Montrerque pourtout n€e N ona:4 —U, ;1 < %(4 —-U,).
( On pourra.commencer par exprimer 4 — U, en fonctionde 4 — U,, )
b) Endéduirequevne Nona:4—-U, <4 X G)n

¢) Retrouver alors la limite de la suite (U,,).

n
3). Soit la suite (S,,) définie sur N* par: S, = z U
k=0

Kooli Mohamed HechmisteRe{o]o vzt http://mathematiques.kooli.me/

Page 4


http://mathematiques.kooli.me/

a) Montrer que la suite (S,,) est croissante.
b) Montrer par I’absurde que la suite (S,,) n’est pas majorée.

c) Déterminer alors la limite de la suite (S,,).
3 n
4) a) Montrer que pour toutn e N*ona: §, >4n— 12 (1 — (—) )
( On pourra utiliser le résultat de la question 2) b)
b) Retrouver alors la limite de la suite (S,,).

Exercice 12

Soit f une fonction impaire, définie, continue et strictement croissante sur R.

On désigne par C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,1, J).

* La droite d’équation y = g est une asymptote a €y au voisinage de +oo.

* Le point de coordonnées (1 %) est un point de Cy.

1) Déterminer f(—1),}i130f(x) et !itrgof(x).

2) On considere la fonction g définie sur |—oco,, —1[ par: g(x) = f (ﬂ)

1-x
a) Déterminer (0), g(—1) lim g(x) et lirlrgg(x).
X——00 xX=
b) Montrer que g est continue sur |<co)—1]
c) Montrer que g est strictement croissante sur |—oo , —1]

3) Soient h la restriction de g a ’intervalle [—1,0] et n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
a) Montrer que I’équation h(x). = ﬁ admet dans |—1, 0[ une unique solution a,,.

b) Montrer que la suite (By)ns2 définie par B,, = a, + n est strictement croissante.
c) En déduire que la suite (a;,,),>2 est strictement décroissante puis qu’elle est convergente.

d) Montrer que liT p,=+xo et lima, =-1
n=+owo

n—-+owo

Exercice 13

On considéreles'suites (U,,) et (V,,) définies sur N* par :

1 1 1 1
U":<1+1x1!>x(1+2x2!>x'"X<1+n><n!> et V":<1+nxn!)U"

1) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

1 n
2)a) MontrerqueVneN*:Vn+1—Vn=n(n+1)(n+1)|x(n(n+1)(n+1)'—n2—1) U,

b) En déduire que la suite (V,,) est décroissante.

3) Montrerquevn e N*: V,, — U, < %
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4) En déduire que les (U,) et (V,) converge vers un méme réel L et que

Exercice 14

Soit les suites (U,,) et (V,,) définies sur N par :

2Up+Vp
3

3Up+2Vp
5

Up=0;Vo=1VneNona: Uy =

et Vn+1 =

1) Calculer U; et V;

2) Montrer, par récurrence, que pour toutn e Nona: U, <V,

N0
IA
F
IA

&

3) Montrer que la suite (U,,) est croissante et que la suite (V,,) est décroissante.

4) Montrer que les suites (U,) et (V,,) sont convergentes et.qu’elles admettent la méme limite.

5) Soit la suite (W,,) définie sur N par : W, = 9U,, + 5V{4
a) Montrer que (W,,) est une suite constante.
b) En déduire la valeur de la limite commune des suites (U,,) et (V,,).

Exercice 15

Soit la suite (U,,) définiesur N*par:U; =1 , U3 =3 etvneN*ona:U,,, =6U,., — 8U,

Soit la suite (W,,) définie sur N* par : W,, = %

1) a) Vérifierquevn e N*ona: W, =.6= wi

b) Montrerquevn e N*ona 2 < W, < 4
c) Montrer que la suite w est croissante

d) Montrer que la suite w est convergente et déterminer sa limite.

Wp—4
)

2) Soit la suite réelle t définie sur'N* par t,, =

q 4 Sy . . 1
a) Montrer que ¢ est une suite,géomeétrique de raison ;

b) Montrer que vn € N“ena W, = 21(:;3_3

¢) En déduire que Uz=2""2%(1+ 2™ 1)
d) Déterminer la limite de la suite U.
Exercice 16
On consideére les.suites (U,,) et (V,,) définies sur N par :

V():Z

{UO =0
Vpr1 = 1 —a)U, +aV,

Un+1 = aUn + (1 - a)Vn
1) Soit la suite (t,,) définie sur N par t, =V, — U,

neN et {

a) Calculer t, et t;
b)Montrer quevn e Nona:t, =2Q2a—1)"
¢).En déduire la limite de la suite (t,)

2)~a) Montrerquevne Nona: U, <V,

neN avec

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante et que la suite (V,,) est décroissante.

c) En déduire que les suites (U,,) et (V,,) convergent vers une méme limite g.

1< <1
;< a

Kooli Mohamed HechmisteRe{o]o vzt http://mathematiques.kooli.me/

Page 6


http://mathematiques.kooli.me/

d) Montrerquevne Nona:U,+V, =3
e) En déduire la valeur de B

Exercice 17

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b . On définie sur N deux suites réelles U et V

_ UptVy
et Vn+1 - 2

UO =a VO =b
ar : 20,Vn

p {Vn E N Un+1 = Un+Vn

1) Montrerquevne Nona:0< U, <V,

2) Montrer que la suite U est croissante et que la suite V est décroissante.

3) Montrer que les suites U et V sont convergentes

1
4) a) Montrer que Vn e Nona: V,, 4 — U, < E(V" +U,)

1 n
b) En déduire que vne Nona: V, — U, < (E) (b—a)

c) En déduire que les suites U et V sont adjacentes et qu’elles ont la méme limite L.

5) a)Montrerquevne Nona:U,V, = ab.
b) En déduire la valeur de L.

Exercice 18

1
x2+x+1

1) Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par; f(x) =

a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Montrer que pour tout x € [0,+e[,0ona:1—x < f(x) <1

n
: : e / 1 Z 1
2) Soit la suite (U,,) définie sur N* par: U, = ;k_l (n—-l—k>

S|e

a) Montrer que pour tout € .N* ,ona: % <U,<

b) Déterminer alors lallimite de la suite (U,,).

n
. . o A . 1 1
3) Soit la suite (W,,) définie sur N* par: W, = ;kilf (m>

- g * - 1 1
a) Justifier quetout n € N*et 1Sk$n,0na-1—mﬁf(m)31

b) En déduireque 1 -U, <W, <1

c) Déterminer alors la limite de la suite (W,,).
Exercice 19
Uy =1

Soit la suite réelle U définie sur N par : 2
P {Un+1 = Un + U_n

1)*Montrer que pour tout entier naturel nona: U, > 1.
2)~Montrer que la suite U est croissante.

3) Montrer que la suite U diverge vers +oo.
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4) a) Montrer que pour tout entier naturelnona: 4<U2,,-U%2<4+2U,—U,)

b) En déduire que pour tout entier naturelnona: 4n<U%2-1<4n+2U, —2

c) Montrer alors que pour tout entier naturel nona: 1—— + u2 < u2 <1 - ﬁ

d) En déduire lim (22)

n—+oo n

Exercice 20

Soit la suite réelle (U,,) définie sur Npar Uy =1 :U, 1 = T
2) a) Montrerquevne Nona:U, > 0.
b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

Un
~ 14U,

3) Soit la suite (V,,) définie sur N par : V,,

a) Montrer que la suite (V,,) est géométrique.

b) Montrer que : vne Nona: U, i Retrouver la limite la suite (U,

Zn+1

Exercice 21

Soit la suite réelle (U,,) définie sur N par { _4U, mMEN

1) a) Calculer U, et U,
b) Montrer, par récurrence, que'pour toutnde Nona:0< U, <3

c) Calculer la limite de la suite-(U,,).

Up-3

2) Soit la suite (V,,) définie sur N par : V,, = m

a) Montrer que (V,,) st une suite géométrique dont on donnera la raison et le premier terme.

b) Exprimer V,, puis'U,, en fonction de n.

c) Retrouver la limite de (U,,).

3
3) On considérelasuite (W,) définie sur N par: W, = - etpose S, = Z W,
n k=0

a) Montrerque pourtoutne N: W, =1-V,

1

n+1
b) Montrer que pourtoutn eN:S, =n+1 +§[(1 - (Z) )]

c) Calculer lim 2

n-o+oco N
Exelcice 22
. . i 3 U, .
Soit.(U,,) la suite définie sur N par U, = 7 et Unyg = werai n € N.

1) a) Montrer que pour tout e N, U,, > 0.
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b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.
c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

2) Soit (V,,) la suite définiesur Npar Vo =1 et V,,q = % ; € N.

a) Montrer que pourtoutn >1;V,,4 = @

V,.
4 dui : _ 2 (vio\" !
b) En déduire par récurrence que pour toutn >1;V, > 3 (—3—)

c) puis déterminer lim V,,

n—-+oo

n

1 1
3) Soit la suite (S,,) définie sur N* par: §, = 2.y zim >1

k=1 Vi

Montrer quevn > 1 ona: 'L <45 (1 (2
a) Montrer que Vn > ona-k_lvkz_ > 10

b) En déduire que la suite (S,,) converge vers une limite que I’on déterminera.
Exercice 23

1
Ug=2
0 =,

A) Soit la suite réelle U définie sur N par : 20,

T 1 ww?

1) a) MontrerquevneNona:0<U, <1

VnEN'

b) Montrer que la suite U est monotone.,

c) En déduire que la suite U est convergente et calculer sa limite.

n
2) Soient les suites V et S définiessurNpar:V,=1-U, et S, = Z Vi
k=0

a) Montrerque vn e Nona+0 <V, 1 < gvn

Ie - 1 21’[
b) En déduire que VneNona:OSVnsE(E)

, . 5 2 n+1
c) En déduire que VneNona:OSSnsg[l—(g) ]

z . . S
d) Déterminer alors lim =+

n-+oco n

1-U,
14U,

3) Soit la suite W-.définie sur N par : W,, =
a) Montrerque vn e Nona: W, = (W,)?

12"
b) Montrer quevn e Nona: W, = (5)

n

4) a)€alculer en fonvtion de nla somme 4, = z 2k
k=0
byOnposeVneN; P, =Wy xW{ X ..xXW,

Exprimer P,, en fonction de n.
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. Py
c¢) Calculer nlﬁ'}o (Wm)
1 n
B) Soit (§',,) la suite définie sur N* par: §’,, = o z 2ky,
k=1

1) a) Montrerquevn € N*ona:S8',,1 —S'»

1
n

b) Montrer que Vn € N*on a :Z 2ky, < 2™y,
k=1

2) a) Montrer que la suite (S’,,) est croissante.
b) En utilisant la question 1) b), montrer que vn € N*/§’,, < 2

c) En déduire que la suite (S',,) est convergente.

n+1 n
3) a) Vérifierquevn e N*ona: 2 _ 121_ =2"U,
n+1 n
b) En déduirevn € N*ona:§', = —— — 5+1
Uny1 2n

c) Calculer alors la limite de la suite (§',,).
Exercice 24

20U,+3
Up+4

Soit la suite (U,,) définiesur N par: U, =.0etvn e Nona: U, 4 =
1) a) Montrer par récurrenceque vn € Nona:0<U, <1

b) Montrer que la suite (U,,) est ‘croissante.

c) En déduire que la suite (U,,) est.convergente et calculer sa limite.

Up-1

2) Soit la suite (V,,) définie sur N/par : V,, = T

a) Montrer que (V,,) est unesuite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b) En déduire lim V4. et lim ZVk

n—-+oo n—-+oo

c) Exprimer U,, en fonction de n et retrouver la limite de (U,,).

Exercice 25

. 1 k-1\ (k+1
1) a) Montrer.guespour tout k e N*ona:1— z = (T) (T)

b) Soit Uy = (1 - 212) (1 312) (1 - —2) ; n € N*\{1} calculer nlilPOOU"

2) SoitVy —1+\/_+\/_+ +\/_,nEN

a) Montrer que la suite (V,,) est croissante.

b) Montrer que pour toutn € N*ona: V,, — V,, =

Sl

c) En déduire que la suite (V,,) diverge vers +oo.
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