Similitudes ~ 4°™ Mathématiques
Dans tous les exercices le plan est orienté.
Exercice 1
Soit ABC un triangle tel que la mesure principale de I’angle (ﬁ ,14_5) est unréel de : 10, 7|.
On construit a extérieur de ce triangle trois carrés de cotés respectif CA, AB et BC et on désigne par I ,
J et K leurs centres respectifs. Soit D le symétrique de C par rapport a.K.
Soit §; la similitude directe de centre C et qui transforme I en A,
Soit S, la similitude directe de centre B et qui transforme A en J.
1) Donner les rapports et les angles de S, et S,.
2) Préciser les images de I et de B par S,0 S;.
3) Endéduireque: (IB) L (JK)etquelIB = JK

Exercice 2

Soit ABCD un carré de centre O tel que (ﬁ, E) = g [2m] et I = A = B, la bissectrice intérieure de

(AB, AC) coupe [BC] en].
1) a) Montrer qu’il existe une unique similitude directe f qui transforme I en O et B en C.
b) Déterminer le rapport et ’angle de f:
c) Montrer que A est le centre de f.
d) Donner la forme réduite de f.
2) Soit R la rotation de centre A et d’angleg :
a) Montrer que : R = S(4¢) 0 Scap)
b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de ’application : 6 = f 0 § 4,
3) On pose : E = Sg(A) et onrdésigne par g la similitude indirecte qui transforme : IenD et D en E.
a) Montrer que 2 est le rapport de g en déduire que g admet un centre.
b) Déterminer (g og) (I). En déduire que A est le centre de g.

c) Déterminer alors.’axe de g.

Exercice 3
Soit ABC un triangle rectangle en B tel que : (ﬁAﬁ) =>[2n];AB =3 et BC=4
1) Soit f la similitude directe telle que f(A) =B et f(B) =C
a) Déterminer I’angle et le rapport de f.
b).Seit 'H le projeté orthogonal de B sur (AC). Montrer que H est le centre de f.
2) Soit D = f(C)
a).Montrer que D apparient & la droite (BH).
b) Construire le point D.
3). Soit g la similitude indirecte qui transforme A en B et B en C. On désigne par Q le centre de g.
a) Montrer que fo g™! = S
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b) Soit E = g(C). Déterminer S g (E). Construire alors le point E.
c) Préciser la nature de g o g. Montrer que Q appartient a la droite (AC) ainsi qu’a la droite (BE)
d) Construire le point Q et I’axe A de la similitude g.
Exercice 4
Soit ABC un triangle équilatéral direct ; onpose : I = B * C.
1) Soit S la similitude directe qui transforme I en B et C en A.
a) Déterminer le rapport et I’angle de S.
b) On désigne par ¢ le cercle circonscrit au triangle ABC. Montrer que le centre Q de la similitude S
appartient a { et a la droite (AI). Construire Q.
2) Soit g la similitude indirecte qui transforme I en B et € en A.
a) Déterminer et construire le point B’ = a(B).

b) On désigne par D la droite perpendiculaire a la droite (AB) en B. Montrer que le point A’ = ¢(4)
est le point d’intersection des droites (AC) et D.

c) Déterminer le rapport de la similitude o.
3) On désigne par w le centre de o et par A son axe.
a) Déterminer (g o o)(I) et (o0 a)(C).
b) Déduire alors une construction du point o
c) Montrer que AL (AC).
d) Déterminer et construire alorsJa-droite A.

Exercice 5

Soit 0AB un triangle tel que : 0A'= 20B et (Tm) = g [27]. soit J et K les milieux respectifs des
segments [0A] et [OB]. On désignhe par A’ le symétrique de O par rapport a B, I le symétrique de J par
rapport a O et H le projeté.orthogonal de O sur la droite (AB).

A/ 1) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement R du plan tel que R(4) = A’ et R(B) = 1.

b) Montrer que R est'a rotation de centre O et d’angle g

2) Onpose: G = R(H).
a) Montrer. gUe.G appartient a la droite (I4") et que les droites (0G) et (IA") sont perpendiculaires.
b) Construire.alors le point G.
B/ Soit S la.similitude directe qui transforme O en A et B en O.
1) a) Déterminer le rapport et I’angle de S.
b) Montrer que H est le centre de S.
c) Montrer que S(K) = J, en déduire que les droites (HK) et (HJ) sont perpendiculaires.
2) Laperpendiculaire en A a la droite (0A) coupe la droite (HK) en C.
a) Montrer que : S((04)) = (A0).
b) Déduire que : S(J) = C.
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c) Montrer que : HC = OA = AC.
C/ Soith = S o R™1, on désigne par L le symétrique de O par rapport aI.
1) Déterminer : h(I) et h(0).
2) Montrer que h est une homothétie et préciser son rapport.
3) Déterminer son centre.
Exercice 6
Soit ABC un rectangle équilatéral direct de centre 0. On désigne. par.4’ et C' les milieux respectifs des
segments [BC] et [AB] et par I le symétrique de C par rapport a 0.et par J le symétrique de B par
rapporta 0
1) Soit f la similitude directe qui transforme A en A’ et C/en.B:

R est la rotation de centre O et qui transforme A en C.
h est ’homothétie de centre B et de rapport %

a) Déterminer le rapport et I’angle de f
b) Déterminer I’angle de la rotation R
c) Montrerque f =hoR
d) Déterminer f(B) et f(I)
2) Soit g la similitude indirecte qui transforme I en O et € en B. On désigne par Q son centre.
a) Déterminer le rapportde g.
b) Déterminer (g o f~1)(0) et (g0 f1)(B)
c) Caractériser alors g o f1.
d) En déduire que g(B) = A’
3) a) Déterminer (g o g)(C).
b) Déterminer et construire le.point Q.
c) Montrer que I’axe de-g est la droite perpendiculaire a (BC) en Q.

Exercice 7
Soit ABCD un carréde centre O tel que (ﬁ ﬁ) = g [27]. Les points I et J sont les milieux respectifs

des segments [AB] et'[AD].
1) Soit S la similitude directe qui transforme Den O et Cen I.
a) Déterminer le rapport et I’angle de S.
b) Construire son centre ().
2) a) Déterminer les images des droites (BD) et (BC) par S. En déduire que : S(B) = A.
b).Montrer que S(A) = J. Puis caractériser ’application : S0 S.
c) Déterminer (S o S)(B). En déduire que QB + 4QJ = 0.
3)~Soit ¢ la similitude indirecte qui transforme D en O et C en I. Et soit S, la symétrie orthogonale

d’axe (OI).
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a) Vérifier que : ¢ = S(op)°S.
b) Déterminer : a(B).
c) Déterminer les éléments caractéristique de la similitude o.

Exercice 8
On considére un rectangle ABCD de centre O tels que AB = 2AD et(ﬁ,ﬁ) =7 [2m].

Soient I = A« Bet J = D = C. La perpendiculaire a (AC) passant'par.I coupe (DC) en E.
Soit S la similitude directe qui transforme AenI et B en].
1) Déterminer le rapport et ’angle de S.
2) a) Déterminer S((AC)) et S((BC)).
b) En déduire S(C).
c) Construire alors le point F = S(D).
3) Soit Q le centre de S.

a) Soit h ’homothétie de centre Q et de rapport —i montrerque SoS =h

b) Montrer que S 0 S(4) = 0. En déduire que Q € (40).
c) Soit G = I = E. Montrer que S o S(I) = G+En déduire que Q € (IG).
d) Construire Q.

4) Soit o la similitude indirecte d’axe A de.centre () qui transforme I en A.
a) Determiner le rapport de o.
b) Construire I’axe A.

c) Soit le point K tel que I = K * Q. Montrer que A est la médiatrice du segment [AK].
Exercice 9

Soit ABC un triangle équilatéral tel que (ﬁﬁ) = g [27] et soit G sons centre de gravité, on désigne

par D le symétrique de G'parrapport a la droite (AC).
Soit S la similitude directe tel que S(D) = A et S(4) = B.
1) a) Montrer que l¢ rapport de S est v/3 et que son angle est g
b) Montrer que.S(G) = C.
2) SoitJ = D.x G, déterminer S(J) et en déduire le centre de S.
3) On considere’application @ =S0S50 S ,().
a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte dont-on précisera le rapport.
b)«Déterminer @(J) et @ (G).
c) En déduire le centre et I’axe de ¢.

Exereiee 10

JE——

On considére un triangle isocéle ABC de sommet principale A tel que (ﬁﬁ) = 2?" [27]. On désigne

par I le milieu de [BC] et par J le projeté orthogonal de B sur la droite (AC). Soit S la similitude indirecte
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de centre C qui transforme A en B.
1) a) Montrer que le rapport de S est /3.
b) Préciser I’axe A de S.
2) Soit B’ = f(B).
a) Préciser la nature et les éléments caractéristiquesde So S.
b) En déduire que CB' = 3CA.
c) Montrer que BB’ = BC
d) En déduire que S(I) = .
3) SoitS = f o Sgc). Déterminer la nature et les elements ¢aractéristiques de S.

Exercice 11
Soit ABC un triangle rectangle tel que (E,TC) =7 [2m] et AB = 2 AC

1) Soit S une similitude directe qui transforme Aen BetCen A

a) Déterminer le rapport et ’angle de S

b) Soit Q le centre de § montrer que Q est le/projeté orthogonal de A sur (BC).

c) Construire le point B’ = S(B)
Soit D et D’ deux droites paralléles passantrespectivement par € et B ne contenant aucune aréte du
triangle ABC. Soit A la droite passant par.A4 et perpendiculaire a D et D' respectivementen J et I

a) Determiner S(D) et S(A)

b) En déduire S(I)
3) Soit f une similitude indirecte tel que f(A) =Bet f(C)=A

a) Déterminer la nature et leséléments caractéristiques de f o §~1

b) Soit f(B) = H. Déterminer'S 4p,(H) puis construire le point H

c) Soit Q' le centre de_f«Montrer que Q' € (BC) N (AH).

d) Construire I’axe A'de.f.
4) Soit L = A * B. Le!plan est muni d’un repére orthonormé direct (A ,ﬁ ,R)
Soit g ’application~de*P vers luis méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' tel
que z’ = (cos’a+.isinacosa)z + (sin*a — isinacosa) aveca € [0,2x|

a) Déterminer.a pour que g soit une similitude directe et non un déplacement.

b) Déterminer selon a, le rapport, I’angle et le centre de g
Exerciced?
Le plan.complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0 ,u,v). On considére les points , Bet C
d’affixes respectives : 1 +2i ; 5 —2i et —1
Soit.f.application de P vers luis méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M' d’affixe z’ tel
Z'=2iZ—1+;i

1) a) Montrer que f est une similitude indirecte dont on précisera le rapport et le centre.
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b) Déterminer une équation cartésienne de son axe A
2) Soit g la similitude indirecte qui transforme O enCetAen B ;onpose h=fo g

a) Déterminer I’expression complexe de g

b) Montrer que z' = (1 + i)z — 1 est ’expression complexe de I’application h

C) caractériser alors I’application h
Exercice 13
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0 ,u, V). Soit @ Papplication du plan vers lui-méme
qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' tel que z'/= —iz + 2.
1) a) Déterminer ’ensemble I des points invariants par ¢.

b) Montrer que ¢ est une symétrie glissante.

c) On désigne par u son vecteur ; déterminer 1‘expression complexe associée a I’application ¢ o . En
déduire P’affixe de u.

d) On deésigne par A son axe ; déterminer I‘expression complexe associée a ’application ¢ o t_3;. En
déduire une équation cartésienne de A.
2) On désigne par 4, B, M, et M, les points du-plan d’affixes respectives : 1, i, e* et —ie ™% + 2

a) Montrer que lorsque a, le point M, varie sur un cercle fixe ‘G que I’on déterminera.

b) Vérifier que @(B) = Aet (M) = M,

c) En déduire que lorsque «, le point~M, varie sur un cercle fixe G’ que I’on déterminera.
Exercice 14

Dans la figure ci-contre OAB est un triangle rectangle et isocéle D
tel que OA = OB et (ﬁﬁ) 2 g [27]

On désigne par I le milieu du'segment [AB] et par C et D
les symétriques respectifs dupoint I par rapport a O et a B.
Soit f la similitude directe qui envoie A sur D et O sur C.

1) Montrer que f estde.rapport 2 et d’angle g

2) a) Montrer que-e point O est I’orthocentre du triangle ACD. o A
b) Soit J le projeté orthogonal du point O sur la droite (AC).

Déterminer lesiimages des droites (0)) et (4]) par f eten déduire ©
que J est le centre de la similitude directe f.
3) Soit g/la'similitude indirecte de centre I, qui envoie A sur D

a) Vérifier que g est de rapport 2 et d’axe (IC). En déduire que g(0) = C.

b)y*Béterminer les images des points C et D par g o f~1. Caractériser I’application g o f~1.
4y Soitel' = f(I) et J' = g(J))

a) Déterminer les images des points JetI' par:go f~1

b) En déduire que les droites (IJ), (I']') et (CD) sont concourantes.
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Exercice 15
Soit P un plan muni d’un repére orthonormé direct (0 ,u,v).
1) Soit f I’application de P vers luis méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel
que:z' =v2iz—+V2i
a) Montrer que f est une similitude indirecte et préciser son rapport et I’affixe de son centre () .
b) Déterminer une équation cartésienne de son axe A .
2) Soit g application de P vers luis méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' tel
que:z'=—-iz+3.
a) Montrer que g est un antidéplacement.
b) Soit M"" d’affixe z" I’image de M par g o g, exprimer-z"en fonction de z .
c) En déduire que g est une symétrique glissante et préciser I’affixe de son vecteur.
3) Soit I’application h de P vers luis méme qui a tout point M de coordonnées (x,y) associe le point M’

de coordonnées (x',y") telle que {;: z ; I ;” ::: ?1’ :
a) On désigne par z I’affixe de M et par z' I’affixe de M’ exprimer z' en fonction de z.
b) En déduire la nature et les eléments caractéristiques de h.

Exercice 16

Dans la figure ci-contre, ABCD est un losange de centre O
tel que (ﬁAﬁ) = 5[211] et AC = 3BD
1) Soit f la similitude directe qui envoie Aen B et C en D.
a) Déterminer le rapport et Pangle de f.
b) Montrer que O est le centre.de f.

2) a) Soit D' ’image de D paryf. Montrer que D’ est I’orthocentre B D
du triangle ABD et que @4 =9 OD'.

b) Soit B’ ’image de'B par f. Montrer que BB'DD' est un losange.
3) SOltg = fOS(AC)'
a) Déterminer lanature de g.

b) Déterminer les images des points 0, A, B, C et D par g.

c) Déterminer I’axe A de g. C
d) La droite"A coupe les droites (AB), (BD"), (B'D) et (CD) respectivementen M, N, P et Q.
Montrer. que MQ = 3 NP.

Exercical7

JE——

On‘eonsidére un triangle ABC isocele et rectangle en A tel que (ﬁﬁ) = g [2m].
Ontdésigne par I, J, K et L les milieux respectifs des segments [AB], [BC] , [AC] et [JC].
1) Faire une figure.

2) Soit f la similitude directe de centre J, qui envoie A sur K.
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a) Déterminer I’angle et le rapport de f.

b) Justifier que f(K) = L.

c) Soit H le milieu du segment [A]]. Justifier que f(I) = H.
3) On muni le plan du repére orthonormé direct (4, 4B, AC).

Soit ¢ ’application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel

1+i 1+i

que z’ = _(T)E-"T
a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de centre C.
b) Donner les affixes des points I, K, J et H.
c) Déterminer @(I) et o(J).
d) Déduire alors que @ = f 0 S(x).(ou f est la similitude directe définie dans 2* et S, est la
symétrie orthogonale d’axe (IK) ).
4) Soit A I’axe de la similitude indirecte ¢.
a) Tracer A.
b) La droite A coupe les droites (IK) et (HL)respectivement en P et Q.
Montrer que @ (P) = f(P) et en déduire que @(P) = Q.

Exercice 18

Le plan est orienté. Dans la figure ci-dessous'ABC est un triangle équilatéral tel que (R‘)ﬁ) =- [2m]

W

0 est un point intérieur au triangle ABC-tel que (ﬁﬁ) = g [2m]

I et J sont les projetés orthogonaux de 12 respectivement sur les droites (AB) et (AC)
D est le point de la droite (AC) tel que DA = D2

1) Montrer que (ﬁ’ﬁ) = g [27]

2) SOlt R = S(.QD) (0} S(_Q])
a) Justifier que R est la‘rotation de centre 2 et d’angle 2?"

b) Soit F = R(J). Mantrer que F est un point
de la demi-droite [22I). Construire le point F.
3) Soit h ’homothétie de centre 2 et telle que
h(F) =1.0npose f =hoR
a) Vérifier.que f()) = I. g

b) Montrer que f est une similitude directe dont on précisera le centre et ’angle.

21 NA .
c) Caleuler = et — On donne sin— =
04~ g _— 12

3-1
22

En.déduire que le rapport de fest 1 ++/3.
4)..Soit g la similitude indirecte de centre 2 telle que g(J) = I.
a) Montrer que g = f 0 S(gy)
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b) Déterminer le rapport de .
c) Montrer que I’axe de g est la droite (2D).
d) Montrer que g = h o S(gp)
e) La droite (2D) coupe la droite (BC) en un point K. On pose K' = g(K);
Veérifier que h(K) = K'. Construire alors le point K'.
Exercice 19 o

/

Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre,

o DBC est un triangle rectangle en D tel que

== Tt R E e ™
(DB,DC) = T [2n] et DB = 2 DC 0 3= .
2 /H -
o le point H est le milieu du segment [DB] /
/
o le point I est le projeté orthogonal du point H sur la droit (BC) /

o le point E est le milieu du segment [ID]
o les droites (IH) et (CD) se coupent au point A /

1) Soit R la rotation de centre H et d’angle g

a) Calculer tan CBD. En déduire que % = %

b) Montrer alors que R(I) = E
2) Soit h ’homothétie de centre D et de.rapport 2. Onpose f =hoR
a) Déterminer f(H)
b) Montrer que f(I) = I
c) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
d) Montrer que f(C) = A
3) a) Ladroite (CH) coupe la.droite (AB) en un point F.

Justifier que les points B, I';*H et F sont sur le cercle de diameétre [BH].

En déduire que (ﬁ) 3 % [2m].
b) Montrer alors.que I’image par f de la droite (ID) est la droite (IF)
c) La droite (ID) coupe les droites (CF) et (AB) respectivement en J et 2. Montrer que f(J) = F
b) Montrer que f(F) = 2

4) Montrer gue.le triangle CAR est rectangle.

Exercice 20

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (0 ,u,v). On considére les points
Ay ~Aq et A, d’affixes respectives 1 zg =5—4i; zy=—1—-4i et z, =—4—i
1). @) Montrer qu’il existe une unique similitude directe S qui transforme :

ApenA et A enA,.
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. 1-i —3+i
b) Montrer que I’expression complexe de S est : z' = le + 2+l

c) En déduire le rapport, I’angle et I’affixe w du centre ( de la'similitude S.
d) On considére un point M, d’affixe z avec z # w, et son image' M’ par S , d’affixe z’,
vérifier la relation : w — z' = i(z — z') en déduire la nature du triangle OMM'.
2) Pour tout entier naturel n, le point A4,,,, est définie par.: A,,,1 = S(4,,) et on pose
Up = AnAniq
a) Placer les points Ay ; A4 et A, et construire géamétriquement les points :
Az ; Ay ; As et A

b) Montrer que la suite (U,,) est géométrique.
n
3) Soitla suite (V,,) définie sur N par:; V= z U
k=0

a) Exprimer V,, en fonction de n:
b) La suite (V,,) est-elle convergente ?
4) a) Calculer, en fonction de n, le-rayon r,, du cercle circonscrit au triangle QA4,,4,,,1.
b) Déterminer le plus petitentier naturel p tel que, pour tout entier naturel n,sin > p

alors r, < 1072,
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