Produit scalaire produit vectoriel 4¢me Sc Techniques

Dans tous les exercices ’espace est rapporté a un repére orthonormé (0 1,7, k)

Exercice 1

Pour chacune des cing affirmations suivantes, dire, sans le justifier, si elle est vraie ou si elle est fausse.

9

On considére les points 4 (2,4,1), B (0,4, —3), € (3,1,-3), D (1,0{—2), E (3,2, —1) et I (g 4, — E)

1) Une équation du plan (ABC) est : 2x+ 2y —z—11 = 0.
2) Le point E est le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC).
3) Les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

x=-1+2t
4) Ladroite (CD) est donnée par la représentation paramétrique suivante : (CD):{y =—-1+t teR
y=1-1t¢

5) Le point | est sur la droite (AB).
Exercice 2
On considére les points : A(1,0,1), B(2,0,0)et€(0,2,-1).
1) Montrer que A, B, et C ne sont pas alignes.
2) On poseﬁzﬁAﬁ
a) Calculer les composantes du vecteur U
b) Donner une équation cartésienne'du plan P = (ABC).
c) Calculer I’aire du triangle ABC
3) a) Soit le point D(—1,—-3,—1). Montrer que D ¢ P.
b) Donner une représentation paramétrique de la droite A perpendiculaire a P et passant par D
c) Montrer que A est le projeté orthogonal de D sur P.
4) a) Calculer det(AB ,AC ;AD).
b) En déduire le volume du tétraédre ABCD.

: A
Exercice 3 z

La figure ci- contre ‘est celle d’un cube ABCDEFGH d’aréte 1 E‘: "

On munit ’espace du repére orthonormé direct (A ,ﬁ , AD , ﬁ) F i A

1) R.ﬁ-l)estégalea: :}_ b
ao b) V2 c)V2 5 /

2) Une équation du plan (ECG) est : .
Ayx+y—2=0 b)x+y—-1=0 )x—y=0

3) @nedésigne par I le milieu du segment [EG].
SoitsS:la sphére de centre I et passant par F. Alorson a:
a) Le plan (BEG) est tangent a la sphére S.
b) L’intersection de la sphére S et le plan (BEG) est le cercle de diamétre [EG].
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c¢) L’intersection de la sphére S et le plan (BEG) est le cercle circonscrit au triangle EGH.

Exercice 4
Soit S ’ensemble des points M(x,y,z) de Etelque x> + y> +z2 —2x+2z4+1=0
1) Montrer que S est une sphere dont on déterminera le centre et le rayon.
2) Soitle plan P: x + z — 1 = 0. Montrer que P et S sont sécants suivant un cercle (€) dont on
déterminera le centre et le rayon.
3) Soit le point A(2,0,-1).

a) Vérifierque A € S.

b) Donner une équation cartésienne du plan Q tangent &5'en A.

c) Montrer que P et Q sont sécants et donner une représentation paramétrique de leur droite
d’intersection
Exercice 5
On considére lesplansP : 5x —y+2z—5=0 etQ: —-5x+y—2z+4=0
1) Montrer que P et Q sont paralléles.
2) On considere les points A(1,2,1),B(1,0,0), C(0,—1,2)etD(0,1,3)

a) Vérifier que A, B et C appartiennenta P

b) Montrer que ABCD est un parallélogramme et en déduire que D € P.

c) Calculer AB.AD et en déduire que”ABCD est un rectangle.
3) Soient A’, B', C' et D' les projetés.orthogonaux respectivement de 4, B, C, et D sur Q.

a) Déterminer les coordonnées de A%, B, C' et D'.

b) Montrer que ABCDA'B'C'D} ¢st un parallélépipédique.

c) Calculer le volume de ABCDA'B'C'D’.

Exercice 4
Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un parallélépipéde tel que AB = 2,AD = AE = 1.

On désigne par I le milieu de [AB]

On munit I’espace du repére orthonormé (A,ﬁ, AD, ﬁ) .

E H
1) Le vecteur ABAAE est égal & |
[
[
a). "2AD b) —2AD c) DA [
JE L D
2) L’intersection des plans d’équations y = 1 et z = 1 est la droite y
F L /G
a) (FG) b) (DG) c) (GH) |/
3) Une équation du plan (AHG) est ,/
/
a) y—z=0 b) y+z=0 c) y+z—-2=0 Bl C
EXxercice 6
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Soit S I’ensemble des points M(x,y,2) de & tel que x* +y* +z> —2x—-3=0 et le point B(0,-1,1)
1) Montrer que S est une sphére de centre A(L,0,0) et de rayon 2
2) a) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB)

b) Déterminer une équation cartésienne du plan P perpendiculaire a (AB)en B
3) Montrer que ’intersection de S et P est un cercle (C) dont on précisera le centre et le rayon
4) Soit mun réel. Soitleplan P :mx +my —z+2=0

a) Etudier suivant les valeurs de m la position relative de S et P

b) Montrer que le plan P,est tangent a la sphére S et déterminer les coordonnées du point
de contacte C
Exercice 7
On donne le point I(-1,3,0)et les plans P, :2x—-y+z+5=0 et P,:x—-2z+1=0

1) a) Montrer que les plans P, et P, sont perpendiculaires

b) Montrer que la droite D =P, NP, passe | et dont un vecteur directeur est U=2i +5] +K
c) Montrer que le plan P, perpendiculaire a/D.et passant par le point A(2,0,-1), a pour équation
cartésienne :2x +5y+z-3=0
2) a) Déterminer par ces coordonnees le point H commun a D et P
b) Calculer de deux maniéres la distance d(A;D)
3) Soit S= {M(x,y,z) tel que x? +y*+Zz” + 2x -6y -6=0 }
a) Montrer que S est une sphere.de centre le point | et dont on déterminera le rayon R
b) Montrer que SN P est un'cercle (C) dont on précisera le centre et le rayon
c) Déterminer par leurs coordonnées les points communs a S et D
4) Déterminer par leurséquations cartésiennes les plans paralleles a P et tangents a S

Exercice 8
On consideére les points.A(<1,1,3), B(2,1,0) et C(2,-1,2)

1) a) Montrer que les.ponts A, B et C ne sont pas alignés

b) On note P le plan (ABC) . Montrer qu’une équation cartésienne de Pet X +y+z-3=0
2) a) Soit Q le‘plan médiateur de [AB] Montrer qu’une équation cartésienne de Q etx—z+1=0
b) On note(D la droite d’intersection de P et Q. Trouver une équation cartésienne de D
3) Soit S= {M(x,y,2) & tel que MB? + MB.BC =0 |
a) Vérifier que M(x,y,2) € S < MB.MC =0
b).En déduire que S est une sphere de centre 1(2,0,1) et de rayon R = J2

¢) Montrer que le plan Q est tangent a S en un point H dont on déterminera les coordonnées

4)* Soit S, ={M(x,y,z)e&telquexz+y2+22—2mx—2my—2(m+3)z+5m—10=0 }ime IR
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a) Montrer que S est une sphére de centre QQ_(m, m, m+3) et dont on déterminera le rayon R
b) Que décrit le point Q_ lorsque m décrit IR
c) Discuter selon m la position relative de S et P
Exercice 9
Pour chacune des cing propositions suivantes, indiquer si elle est vraie-ou fausse et donner une
démonstration de la réponse choisie.
On donne les points A(0;0;2) B(0;4;0) et C(2;0;0).
On désigne par | le milieu du segment [BC], par G I'isobarycentre des points A, B et C, et par H le
projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC).
a) l'ensemble des points M de I’espace tels que AM .BC £0/est le plan (AIO)
b) L’ensemble des points M de I’espace tels que ||W + FC” = ||W - M_c’|| est la sphére de diametre
[BC].
c) Le volume du tétraedre OABC est égal a 4.

d) Le plan (ABC) a pour equation cartésienne 2x.+y + 2z — 4 = 0 et le point H a pour coordonnées

(ﬁi §)
9’9’ 9/°

X = t
e) Ladroite (AG) admet pour représentation paramétrique : {y = 2t ,te€lR
z= 2-12t

Exercice 10

On désigne par S ensemble des points M (X, Yy, 2) tels que x* +y* +z> —4y-5=0
1) Montrer que S est une sphere de tentre Q(0, 2,0) et de rayon 3

2) Soit P le plan dont une équation cartésienne est : 2x —2y+z—-2=0

Déterminer la position relative de S et P. Caractériser SN\P

3) Soit le plan P dont une-équation cartesienne est : 2mx + (1-2m)y+mz +1-2m =0

X=A
a) Soit A dont une représentation parametriqueest :qy=-1 ; Ae€lIR
z=-2\

Veérifier que la.droite Aestincluse dans P,
b) Calculer la distance d(Q,P,) du point Q au plan P
d) Déterminer m pour que le plan P, soit tangent a la sphere S. Préciser les coordonnées du point de

contacte

Exereice*1l

On.consideére les pointsA(1,1,-2), B(,2,-2) et C(0,1,1)
1y~Montrer que les points A, B et C définissent un plan P

2) a) Montrer que AB A AC =3i +k
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b) En déduire qu’une équation cartésienne du plan P est 3x +z—-1=0
3) Soit Q le plan perpendiculaire a (AC) passant par A
a) Donner une équation cartésienne de Q
b) Montrer que P et Q sont perpendiculaires suivant (AB)
4) Soit S, I’ensemble des points M (X, Y, 2) tels que : X* +y* +z° —2x-2my +4z+4=0 (melR)
a) Montrer que pour tout réel m, S_ est une sphere dont on précisera le centre | et le rayon R
b) Montrer que I’ensemble des points | lorsque m varie dans'IR ™ est la droite (AB).
Exercice 12
On considére les points A(1,2,—-1)etB(21,1).
1) Déterminer une équation cartésienne du plan Q passant'par A et perpendiculaire a la droite (AB)
2) Soit P,, le plan d’équation : x + y + m — 3 = 0 ou m est un parameétre réel.
a) Montrer que la droite (AB) est parallele au plan P,,.
b) Pour quelle valeur de m la droite (AB) est incluse dans le plan P,,.
c) Montrer que le plan P,, est perpendiculaireau’plan Q.
3) Soit B’ le projeté orthogonal de B sur P,, et A“le projeté orthogonal de A sur P,,.
Déterminer les valeurs de m pour que ABB'A’ soit un carré.
Exercice 13
OnconsidérelesplansP:x—z=0¢et Q;x—y+z—-1=0.
1) a) Montrer que P et Q sont perpendiculaires.

b) On désigne par D = P N Q, donner une représentation paramétrique de D.

x=1+a«a
2) Soit A la droite dont une représentation paramétrique est : A: {y = 2 a€eR
z=1-a

a) Montrer que la droite ‘A est'perpendiculaire au plan P et déterminer les coordonnées du point A
intersection de A et P.

b) Soit H le projeté-arthogonal de 4 sur Q. Montrer que la droite (AH) est incluse dans P.
3) Soit M un point quelconque de A et soit M’ le projeté orthogonal de M sur le plan Q.

a) Montrer queies' plans (AMH) et |(MM'H) sont paralléles.

a) En déduire'que les points A, H, M et M’ sont coplanaires.
4) a) Montrer que si M = A, le quadrilatéere AMM’H est un rectangle

b) Déterminer les coordonnées des points M pour que AMM’H soit un carre.

c) Déterminer les coordonnées des points M pour que d(M ,D) = 5.
Exercice 14
On‘considére les points (1,2,2) ,B(3,2,1) et €c(1,3,3).
1) “a) Montrer que les points A, B, et C ne sont pas alignés.

b) Donner un vecteur normal au plan P contenant les points A, B et C.

c) En déduire une équation cartésienne du plan P.
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d) Déterminer une représentation paramétriques de la droite D passant par le point A et
perpendiculaire P
2) Onconsidérelesplans Py : x—2y+2z—1=0 et P,:x—-3y+2z2+2=0.

a) Montrer que les plans P, et P, sont sécants.

b) Soit A 1a droite d’intersection des plans P, et P, . Montrer que le point € appartient & la droite A et

que le vecteur U = 2i —k est un vecteur directeur de A.
3) Calculer la distance du point A a la droite A.
4) On désigne par Q le plan perpendiculaire a la droite A et passant par le point A.

a) Déterminer une équation cartésienne du plan Q.
b) Montrer que le point H (g ,3 %) est le projeté orthogonal du point A sur A.

c) Retrouver la distance du point A a la droite A.
Exercice 11
On considére les points : A(4,0,0), B(0,0,4) et C(0,44,0).
1) a) Calculer ABAAC et en déduire que les points , B et-C déterminent un plan P.
b) Montrer qu’une équation cartésienne de Pest x+y+z—4 =0
2) SoitS ={M(x,y,z) € E/x* + y? + 22 — 4y 4z = 0}
a) Montrer que S est une sphére de centre/(0,, 2 ,2) et de rayon R = 2v/2.
b) Vérifier que [BC] est un diametre deS.
c) Soit K le milieu du segment [AC]."Calculer KB.KC et en déduire que KesS.
d) En déduire que P coupe S suivant un cercle C; que I’on caractérisa.
3) Soit Q le plan passant par K et perpendiculaire a la droite (BC).
a) Montrer qu’une équation cartésienne de Q esty—z—2 = 0.
b) Vérifier alors que H(0, 3"11) est le projeté orthogonal de K sur la droite (BC).
4) a) Montrer que la distance'du point K a la droite (BC) est égale a /6.
b) En déduire que Q coupe-S suivant un cercle €, dont on précisera le centre et le rayon.

5) En déduire Pintersection de C, et C,.
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