Primitives 4éme Mathématiques

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repére orthonormé (0, (,]).

Exercice 1

3xt-2x%+4
2

Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par : f(x) =

X

1) Montrer que f admet au moins une primitive F sur |0, +oo[
2) Déterminer la fonction F tel que F(1) = 0
Exercice 2

Soit les fonctions f et g définies sur R par : f(x) = xcosx etyg(x) = xsinx.

1) a) Calculer f'(x) + g(x),

b) En déduire une primitive G de g sur R.
2) a) Calculer f(x) — g'(x),

b) En déduire une primitive F de f sur R.

Exercice 3

Soit f la fonction définiesur I = ]—1,1[ par : f(x) =

1) Montrer f admet une unique primitive’F.sur I tel que F(0) = 0
2) OnposeVx €1 ; h(x) = F(—x) + F(X).

a) Montrer que vx € I ona: h'(x) =0

b) En déduire h(x)

c) Montrer alors que la fonction F est impaire

3) Soit G la fonction définie surJ = ]—g g[ par : G(x) = F(sin(x)

a) Montrer que G est dérivable sur J et déterminer G'(x)

b) En déduire que Yx€Jona:G(x) =x

c) Calculer : F (%) . F (g) et F (?)

Exercice 4

Soit la fonction“h définie sur ]—g g [ par h(x) = tan x

1) a) Montrer que la fonction h admet une fonction réciproque h~1 définie sur un intervalle J que I’on

déterminera.

b)sMentrer que h~! est dérivable sur R et calculer (h~1)’'(x) pout tout x € R

2) Soit g'la restriction de k=1 a Pintervalle |0, +oo| ; et soit u la fonction définie sur 0, +oo]

pakaifx) = g() +4 ().

a) Montrer que u est dérivable sur |0, +oo[ et calculer u'(x) pour tout x € 10, +oo[.

c) En déduire que pour toutx € |0, +[ona:gx) + g G) = ’2—r
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3) Soit la fonction v définie sur [0, +oo[ par v(x) = x — g(x)
a) Calculer v'(x) pour tout x € [0, +oo[
b) Calculer v(0) et v'(0).

Exercice 5
Soit f la fonction définie sur [—2,2] par : f(x) = V4 — a2
1) a) Montrer que f admet au moins une primitive sur [—2, 2]
b) Soit F la primitive de f sur [—2, 2] qui s’annule en 0. Etudierla parité de F.

2) Soit G4 la fonction définie sur [0, 7] par G,(x) = F(2 cosx) et (C) sa courbe représentative.

a) Calculer G4 (g)

b) Montrer que le point I (g ,0) est un centre de symétrie de (C).

c) Montrer que G, est dérivable sur [0, 7] et que Vx € [0, ] ona : G, (x) = —4sin®x.
3) a) Endéduireque vx € [0, ] ona: G,(x) = T=2x + sin 2x.
b) Etudier les variations de G .

c) Calculer F(1) ; F(2) ; F(v2) et F(V3).

4

4) Soit G, la fonction définie sur [ 5 ;"] parG,(x) = F(2sinx) et (C") sa courbe représentative.

a) Etudier la parité de G,.

b) Montrer que G est dérivable sur [—g ;"] et calculer G',(x) pour tout x € [—;—r ;”]
¢) En déduire que pour tout x € [—g ;"] G,(x) = 2x + sin 2x.

d) Retrouver F(1) ; F(2) “~F(v2) et F(+/3).

Exercice 6

1
1+x2

Soit f la fonction définie’sur R par : f(x) =
1) Montrer que f admet'une unique primitive F sur R tel que F(0) = 0 et soit Cr sa courbe
représentative.
2) a) Ecrire une équation de la tangente T a la courbe Cy au point d’abscisse 0.

b) Donner_le'sens de variation de la fonction g définie sur R par : g(x) = F(x) — x.

c) Etudier Ja.position relative de Cr et T pour x = 0.

3) Montrer que F est impaire.

4) Soit H la‘fonction définie sur R% par: H(x) = F G)

a)-Montrer que H est dérivable sur R} et calculer H'(x) pour tout x € R

b) En déduire que vx € R} ona: H(x) = 2F(1) — F(x) et que F admet une limite finie a en +co.

5)*Soit G la fonction définie sur ]—g '25[ par : G(x) = F(tan x).

a) Montrer que G est dérivable sur ]—'2—’ '2—’[ et calculer G'(x) pour tout x € ]—g g[
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b) En déduire que Vx € ]—’2—’ ’2—’[ ona: G(x) = x. Donner la valeur de a.
6) Dresser le tableau de variation de F puis tracer T et Ck.

7) Onpose pourtoute R, ; U(x) =F (;11) +F (L)

x+2

a) Montrer que U est dérivable sur R, et calculer U'(x) pour tout x € R,.
. - , 1 1
a) En deduire la valeur du reel F (E) +F (E)

Exercice 7
Soit f la fonction définie par f(x) = /fx et soit C; sa courbe repréesentative.

1) a) Déterminer le domaine de définition de f
b) Etudier la dérivabilité de f a droiten 0
c) Montrer que f est dérivable sur ]0, 1] et calculer pour tout x de |0,1[
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! dont on déterminera le domaine de définition J
b) Déterminer f~1(1)
c) Expliciter f~1(x) pour tout x € J
d) Tracer les courbes Cy et Cp-1 de f~1 dans'e méme repére

3) Soit F la primitive de f sur [0, 1] qui s’annule en 0

On considére la fonction g définie sur [0 ’21[ par g(x) = F(sin?x)
a) Montrer que g est dérivable sur [0 g[ et calculer g'(x) pour tout x € [0 ;—r[
b) En déduire que pour tout x € [0 g[ ona g(x) =x —% sin 2x

1
c) Calculer alors F (E)
Exercice 8
Soit f la fonction définie.sur{—2,2] par : f(x) = x> — V4 — x2.
1) a) Montrer que f admet au moins une primitive sur [-2, 2]

b) Soit F la primitive'de f sur [—2,2] qui s’annule en 0. Etudier la parité de F.

2) Soit g la fonction définie sur [0, 7] par : g(x) = F(2 cos x) et soit C, sa courbe représentative.
a) Montrerque-le point I (g ,O) est un centre de symétrie de C,.
b) Montrer.que g est dérivable sur [0, 7] et calculer g'(x) pour tout x € [0, m].
c) Endéduire que pour tout x € [0, ] ona: g(x) = 2x + gcos3x —sin2x—m
d) Calculer F(1) et F(2).
Exercice 9
1)..Soit u la fonction définie sur |0, [ par : u(x) = 2cosx — 1.
Dresser le tableau de variation de u.

2) Soit f la fonction définie sur |-3,1[ par : f(x) = . et soit C; sa courbe représentative.

1
v —x%—2x+
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a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Tracer Cy (unité graphique 2 cm ).
3) Soit g la restriction de f a ’intervalle [—1, 1].
a) Montrer que g réalise une bijection de [—-1, 1[ sur un intervalle J que:l’on précisera.

b) Calculer g=1(x) pour tout x € J.

4) Soit F la primitive de f sur |—3,1[ qui s’annule en 0 et G la fonction.définie sur |0, 7| par :

G(x) = (Fou)(x).
a) Montrer que G est dérivable sur ]0, 7| et calculer G'(x) pourtout x € |0, [.

3

b) Calculer G (g) ; en déduire que pour tout x € |0, [ onay G(x) = X
c) Calculer F(—1) et F(v2 —1).

Exercice 10

Soit f la fonction définie par f(x) = m et soit Cy sa courbe représentative.

1) a) Déterminer le domaine de définition de f

b) Montrer que la droite d’équation x = 2 est un axe de symétrie de Cy

2) Soit F la primitive de f sur IR qui s’annule en 2 et soit 'Gsa courbe représentative.

Pour tout x € R on pose : G(x) = F(4 — x).+F(x).
a) Montrer que G est dérivable sur IR-et calculer G'(x) pour tout x € R.

b) Montrer que le point I(2, 0) est'un.centre de symétrie de G.
3) Soit la fonction H définie sur ]_7" g[ par H(x) = F(2 + tanx).

a) Montrer que H est dérivablé.sur ]_7" g[ et calculer H'(x) pour tout x € ]_7" g[

b) En déduire que H(x) =x “puis calculer F(1).
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