Nombres Complexes 4°™ Sc Techniques et Sc Expérimentales

Dans tous les exercices le plan P complexe est rapporté a un repére orthonorme direct (0, u,Vv).

Exercice 1

. . . 8-i _ 10 i-1 ,
1) Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants : Y ; 3 et (T) 1+ l)2

2) Marquer les points A, B et C d’affixes respectives : 2+ 3i , 3+i et —1—1i
3) a) Montrer que ABC est un triangle rectangle en B.
b) Trouver I’affixe du point D tel que ABCD soit un rectangle.
4) a) On pose I = A * C, trouver ’affixe du point I.
b) Déterminer et construire les ensembles suivants :
E={M(z)€eP/|z—2-3il=|z+1+i|]} et F={M(z)€P/2Z—1+2i|=5}

Exercice 2

. 3+i -~ (120
On donne les points A et B d’affixes respectives : Z4 = 1—+i et zg = (—3 + 4i) ( = l)

1) Ecrire z, et zg sous la forme algébrique.
2) Placer les points A et B.
3) Montrer que le triangle OAB est isocele rectangle
4) Déterminer I’affixe du point C tel que OACB soit un carré.
Exercice 3
Soient les points 4, B, C et I d’affixes respectives : z, = —2i; zg=1+4+1i; zc =4+ 2i et z; = 2.
1) a) placer les points A4, B, C et I.
b) Vérifier que I est le milieu du segment [AC].
2) Montrer que le triangle ABC est isocéle.

3) Déterminer ’affixe z;, du point D pour que ABCD soit un losange.

_ ) . _ . y _ 2z+4Q
4) a) A tout point M d’affixe z = 4 + 2i on associe le point M’ d’affixe : ' = Va2
24AM
Montrer que : OM' = =—
cM

b) Montrer que si le point M décrit la médiatrice du segment [AC] alors le point M’ décrit un cercle
que ’on précisera.
Exercice 4
1) Placer dans le plan complexe les points A, B, C et D d’affixes respectives : i;1—i;5+iet4+ 3i

2) Montrer-que ABCD est un rectangle.
iz+1
z—1+i

3) A tout point M du plan d’affixe z # 1 — i on associe le point M’ d’affixe z' =

AM
a)‘Montrer que |2'| = =—
BM
b) En déduire que si M’ appartient au cercle trigonométrique alors M appartiendra a une droite que
I’on précisera.
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4) a)Montrerque (z' —i)(z—1+i)=2+i etque AM' x BM =+/5
b) Montre que si M appartient a un cercle de centre B et de rayon 1 alors M" appartient a un cercle
que ’on précisera.
Exercice 5
Ecrire les complexes suivants sous forme trigonométrique z; =1+ cosa + isina ol a € [0, 7|
Z, =—1+cosB+isinf ol BeE]0,m[ z;=sin@+icos® _z;=3—iV3 z5=2V3+2i
Exercice 6
Soient les points M, et M, d’affixes respectives z, = e'? et z, = izy avec 0 € [0, 2mx]
1) a) Déterminer le module et un argument de z = z; — z,
b) Déterminer @ pour que z soit un réel
2) Soit le point I d’affixe 1 + i. Déterminer les valeurs de @ pour lesquelles les points I, M, et M, soient
alignés.
Exercice 7
On donne les points A, B et C d’affixes respectives : 24, = —1+4i,zg =2+ 2i et zp = —i
1) a) Placer les points A4, B et C.
b) Montrer que le triangle ABC est isocéle et rectangle.

c) Déterminer I’affixe du point D tel que ABCD soit un carre.
2) Soit le point E d’affixe z; = 1 + i/3.
a) Donner le module et un argument-des complexes Zpg et zg.
b) Déduire le module et un argument de ZgZg.
c) Ecrire sous forme algébrique le complexe : ZgZzg.
d) En déduire cos> et sinZ
3) Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tel que |z + i| = |z|.
Exercice 8
1) Ondonne z; =1+i , 2z, =1—iV3 etzz=1—1i.

a) Ecrire z; , z, et z; sous la forme trigonométrique.

Z12><ZZ2

b) En déduire la forme trigonométrique de Z = 3

Z3

2) a) EcrireZ sous forme algébrique.
N 11 11
b) En déduire les valeurs exactes de cosl—z" et sml—z"

Exercice 9

Soientles nombres complexesa =1+i , b=—/3 —i et= Z :
1). a)y'Donner la forme exponentielle de a et b.

b) Déduire que ¢ = V2 [cos (111—2") + isin (111—2")]
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c) Ecrire c sous la forme algébrique puis déduire les valeurs exactes de cos ( n ) et si n( 12")

5 (\/—+1

5 ) i et en déduire la nature du triangle CAB.

d) Montrer que

e) Déterminer I’affixe du point D pour que ACBD soit un rectangle.

Exercice 10

et 3i (—ie‘%)6

1-2i
1+2i

2) a) Placer les points A(—3 + 4i) et B(3)
b) Trouver I’affixe du point I milieu de [AB]

1) Ecrire sous la forme algebrlque

c) Soit C le point d’affixe 2 — i. Montrer que ABC est un triangle rectangle en C

d) En déduire que les points A, B et C appartiennent &un méme cercle { dont on déterminera

e) Déterminer I’ensemble E = {M(z)/lz —2i|l =+ 13}

Exercice 11
Soient les points (2i) , M(z) et M'(z") tel que z' = ZZ’—:TS
1) Onpose = x + iy, (x,y) € R?

2x2+2y%+y-10
x%+(y—2)?

a) Montrer que Im(z) =
b) Déterminer alors I’ensemble des points M (z) tel que z’ soit un réel.
2) Déterminer I’ensemble des points M(z) tel que |2z + 4i| = 6.
3) a) Montrer que (z' — 2i)(z — 2i)=—9
b) Montrer que AM' x AM =9
c) Montrer que (ﬁ’,AM’) + (4, AM) = m + 2km, k € Z.
d) En déduire I’ensemble A des point M(z) tel que arg(z’ — 2i) = % +2km, k €Z.
Exercice 12

1) SoitZ = ; écrire Z sous la forme exponentielle.

1+ \/_ ’
2) Ecrire Z sous forme algébrique et en déduire tanﬁ
Exercice 13

Soient les nombres complexes z; = —V2 + ivV2 et z, = —/2 — iV/2
1) Mettre z; et z, sous forme trigonométrique
2) Placer-alors les points A, B et C d’affixes respectives 2, z; et z,

3) Déterminer sous forme algébrique I’affixe du point I = A * B

4) Calculer OI et une mesure de (ﬁ’ﬁ)

. feo - . . 3 . 3
5). Donner alors z4 sous forme trigonométrique et en deduire les valeurs de cos (?") et sin (?")

Exercice 14

Soient les points A et B d’affixes respectives : z, =2 —2i et zp =2+ 2i
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1) Placer les points A et B.
2) Qu’elle est la nature du triangle OAB.

3) Soit le point € d’affixe z, = e'3(2 — 2i).
a) Ecrire z. sous forme algéebrique.

.1, .3 . : -
b) Ecrire 2 + i et 2 — 2i sous forme trigonométrique.

4) a) Ecrire Z¢ sous forme trigonométrique.

b) En déduire cos— et sin-—
12 12

5) a) Comparer 04 et OC et donner une mesure de ’angle (?)7; 76)

b) En déduire la nature du triangle OAC.
6) Onpose z =x + iy déterminer (de deux maniéres) et construire I’ensemble A des points M(z) tel
que : |—iz — 2 + 2i| = |z — 2 — 2i]
7) Onpose =2+ 2icos@,0 € [0,m]. Qu’elle est Pensemble des points M lorsque @ décrit [0, 7T].
Exercice 15
Soient les points A4 et B d’affixes respectives a =2 + 2ivV3 et b = ia.
1) Justifier que les points A et B appartiennent 2 un méme cercle que ’on précisera.
2) a) Ecrire a et b sous la forme exponentielle.
b) Placer les points A et B.
c) Montrer que triangle OAB est isocele en 0.
3) Soit le point M d’affixez=a+ b
a) Montrer que OAMB est un carré.
b) Déterminer le module et.un argument de z.

7n _ V2-V6
12 4

c) Ecrire z sous la forme algébrique puis déduire que cos

Exercice 16

Soient les points A, B et I d’affixes respectives : z, = 1+ ivV3 , zp = 2ietz, = %+ (ﬁ;z) i
1) a) Mettre z, et zp sous la forme exponentielle
b) Justifier-que-les points A et B appartiennent au cercle (C) de centre O et de rayon 2.
c) Vérifier que le point I est le milieu du segment [AB].
d) Placer-les points , B et 1.

2) a) Justifier que la demi-droite [OI) est la bissectrice de ’angle AOB.
b) Vérifier que (ﬁﬁ) =7 [2m].

c) Montrer que (ﬁ’o_i) = i—;’ [27].

d) En déduire que z; =2 + V3 [cos (i—;’) + isin (i—';)]
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‘ . 5 . 5
e) Déterminer les valeurs exactes de cos (1—:) et sin (f)

Exercice 17
On consideére les points E et F d’affixes respectives 1 et i.
On désigne par C, et C, les cercles de centres respectifs E et F et de méme rayon 1.
Soit 8 un réel de I'intervalle [0, 27[ , M le point d’affixe 1 + e et N-le point d’affixe i(1 + ).
1) a) Calculer Aff(EM) et Aff(FN).
b) Montrer que, lorsque 0 varie dans [0, 27t[, M varie sur Cy et N varie sur C,
c) Montrer les droites (EM) et (FN) sont perpendiculaires.

2) Soit P le point d’affixe zp, tel que zp = (1 — i) sin 8 x e,

a) Montrer que % = sin @ — cos @ et calculer %
b) Montrer que P est le point d’intersection des droites (EM) et (FN).
Exercice 18
Dans la figure ci-contre on a construit un cercle €y de centre O
et de rayon 6 et un cercle C, de centre O de rayon 3 ; le point = = 0
A€ C,etlepointB € C,. /// B Q\
1) Soient z4 et zp les affixes respectives des-point A et B. / B N \
a) Donner le module et un argumentde z, et zg. G, f/ |/ \"
b) En déduire que z4 = 3v2(1 + i) et que zp =32£(—1+i) \ 1 /"
2) a) Placer le point C d’affixe z, = 3iv2 \\ N A //
b) Montrer que % est un.réel. \\‘\ ///
c) Calculer i—”

A

3) En déduire que le quadrilatere OACB est un trapéze rectangle.
Exercice 19
Soient les points A4, B, € et D d’affixes respectives
zg=1+i, zg=~N3—-i , zz=(V3+1)+i(vV3-1) et z; =1+iV3
1) Ecreire z,., zg et zpsous la forme exponentielle
2) a) Verifier que z, X z, = 2z,
b) En deduire la forme exponentielle de z,

c) Déterminer alors les valeurs exactes de cos (%) et sin (1"—2)

3) a)Montrer que le triangle OBD est isocéle en O
b) Montrer que le quadrilatére OBCD est un losange

Exercice 20

—11-2i 6

1+2i

et 3i (—ie"%)

1) Ecrire sous la forme algébrique
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2) a) placer les points A(—3 + 4i) et B(3)
b) Trouver I’affixe du point I milieu de [AB]
c) Soit C le point d’affixe 2 — i. Montrer que ABC est un triangle rectangle en C
d) En déduire que les points A, B et € appartiennent & un méme cercle ¢. dont on déterminera
e) Déterminer ’ensemble E = {M(z)/|z — 2i| = V13}
3) Soit M le point d’affixe z =1+ 2i + e ; 8 € [0,2n]
Déterminer I’ensemble des point M, lorsque @ décrit [0, 27|
Exercice 21
On donne les points A et B d’affixes respectives z; = 1 +iy/3 et z, =1 —1i
1) Ecrire z4 et z, sous la forme exponentielle

2) Ecrire z,2, sous la forme exponentielle et en déduire cos > et sin >

z—7Z1

3) Atout point M € P\{B} et d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe z' =

z—2;
a) Déterminer et construire I’ensemble E des points M tel que z’ soit imaginaire pur
b) Déterminer et construire I’ensemble F des points M tel que z’ soit réel
c) Déterminer I’ensemble G des points M tel que |z'| = 1

4) Soit I le point d’affixe 1. Montrer que pour tout point € P\{B} ,IM’' x BM = 1 ++/3

Que décrit le point M’ lorsque M décrit le cercle de centre B et de rayon 1

Exercice 22

Soient les points A4, B et C d’affixes respectivesa=1:b=i et c=1+1i
A tout pont M d’affixe z # 1 on.associe le point M'(z") tel que z' = i

1) Placer les points A, B et C puis montrer que OACB est un carre.

2) Mettre ¢ sous la forme exponentielle et calculer ¢20%4

3) Pour quelles valeurs de l’entier naturel n, c" est-il un reel ?

4) Déterminer puis construire les ensembles suivants

E,={M(z) e Ptelque |z'| =1} E, = {M(z) € P tel que z’ soit un réel }

5) a) Montrer que pour tout nombre complexe z #1ona:z' —i= L

z—-1
b) En déduire que BM' x AM =1
c) Que décrit le point M’ lorsque M décrit le cercle de centre A et de rayon 1
6) a) Déterminer I’ensemble E; = {M(z) € P tel que (z — 1)(2 - 1) = 4}
b) Montrer que si M appartient a E; alors M’ appartient a un cercle (C) que I’on précisera

7) On pose z = e'® avec @ € 10, x|

. .0
a).Montrer v0 € 10, [ ona e —1 = 2isin (g) ez

b) En déduire le module et un argument de z'.
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