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Isométries du plan    4ème  Mathématiques 

 

Dans tous les exercices le plan est orienté.  

 

Exercice 1      . 

On considère un carré direct 𝑨𝑩𝑪𝑫 de centre 𝑶 , on désigne par 𝑰, 𝑱, 𝑲 et 𝑳  et les milieux respectifs des 

segments [𝑨𝑩], [𝑩𝑪], [𝑪𝑫] et [𝑫𝑨]. 

Déterminer la nature et les caractéristiques géométriques de chacune des composées suivantes : 

𝒇𝟏 = 𝑺(𝑨𝑪) 𝒐 𝑺(𝑩𝑫)                    𝒇𝟐 = 𝑺(𝑨𝑪) 𝒐 𝑺(𝑨𝑩)                   𝒇𝟑 = 𝑺(𝑨𝑪) 𝒐 𝑹
(𝑨 ,

𝝅
𝟐
)
 

𝒇𝟒 = 𝑹
(𝑨 ,

𝝅
𝟐
)
 𝒐 𝑺(𝑨𝑪)                 𝒇𝟓 = 𝑹(𝑫 ,𝝅) 𝒐 𝑹(𝑨 ,𝝅)             𝒇𝟔 = 𝑹

(𝑫 ,
𝝅
𝟐
)
 𝒐 𝑹

(𝑨 ,
𝝅
𝟐
)
 

𝒇𝟕 = 𝑹
(𝑪 ,

𝝅

𝟐
)
 𝒐 𝑹

(𝑨 ,
𝝅

𝟐
)
             𝒇𝟖 = 𝑺(𝑨𝑩) 𝒐 𝑺(𝑶𝑳)                   𝒇𝟗 = 𝑹

(𝑨 ,
𝝅

𝟐
)
 𝒐 𝒕𝑫𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

Exercice 2  

Soit 𝑨𝑩𝑪𝑫 un carré de centre 𝑶 tel que (𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ̂ ) ≡
𝝅

𝟐
 [𝟐𝝅]  

1)  a) Caractériser l’isométrie 𝒈 = 𝑺(𝑪𝑩) 𝝄 𝑺(𝑨𝑫). 

     b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de l’isométrie 𝒇 = 𝑺(𝑪𝑩) 𝝄 𝑺(𝑨𝑫)𝝄 𝑺(𝑨𝑩). 

2)  Soit 𝑹 la rotation de centre 𝑪 et d’angle  
𝝅

𝟑
   

      a) On pose 𝑹(𝑨) = 𝑬, quelle est la nature du triangle 𝑪𝑨𝑬, construire le point 𝑬. 

      b) Montrer que les point 𝑫, 𝑩 et 𝑬 sont alignés.     

3)  Soit 𝑰 le milieu du segment [𝑬𝑨]. 

      a) Vérifier que 𝑹 = 𝑺(𝑪𝑰) 𝝄 𝑺(𝑶𝑨). 

      b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de l’isométrie 𝒉 telle que :   

𝑺(𝑪𝑰) 𝝄 𝒉 = 𝑹 𝝄 𝑺(𝑪𝑰)  

Exercice 3   

Soit 𝑨𝑩𝑪𝑫 un carré direct et 𝑰 , 𝑱 , 𝑲 et 𝑳 les milieux respectifs des segments [𝑨𝑩] , [𝑩𝑪] , [𝑪𝑫] et [𝑫𝑨] 

1)  On pose 𝒇 = 𝑺(𝑰𝑲)𝝄𝑹
(𝑨 ,

𝝅

𝟐
)
 

      a) Déterminer 𝒇(𝑨) et  𝒇(𝑩) 

      b) En déduire que 𝒇 est une symétrie glissante dont on déterminera l’axe et le vecteur.  

2)  On pose 𝒈 = 𝑹
(𝑨 ,

𝝅

𝟐
)
𝝄𝑺(𝑰𝑲) 

      a) Déterminer 𝒈(𝑨) et  𝒈(𝑩) 

      b) En déduire que 𝒈 est une symétrie glissante dont on déterminera l’axe et le vecteur.   

3)  a) Caractériser 𝑺(𝑰𝑲)𝝄𝑹
(𝑨 ,−

𝝅

𝟐
)
  et  𝒈𝝄𝒇 

     b) Déterminer 𝒇𝝄𝒈(𝑩) 

     c) Soit 𝑬 le point d’intersection des droites (𝑩𝑪) et (𝑰𝑳). Déterminer 𝒇𝝄𝒈(𝑬) 
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     d) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de 𝒇𝝄𝒈. 

Exercice 4     . 

Dans le plan orienté, on considère un triangle non isocèle 𝑨𝑩𝑪 tel que (𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) ≡
𝝅

𝟐
 [𝟐𝝅] 

On désigne par 𝑰 , 𝑱 et 𝑲 les milieux respectifs des segments [𝑩𝑪] ; [𝑨𝑪] et [𝑨𝑩] 

Soit 𝒇 une isométrie du plan qui transforme 𝑱 en 𝑲  et 𝑨 en 𝑩 

1)  Montrer que 𝒇(𝑪)  =  𝑨 

2)  a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de l’isomètre 𝒈 qui laisse le point 𝑰 invariant  

et qui transforme  𝑪 en 𝑨 et 𝑨 en 𝑩   

     b) Donner 𝒈(𝑱) 

3)  Soit l’application 𝒉 = 𝒕𝑰𝑩⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝒐 𝑺(𝑲𝑱) 

     a) Montrer que 𝒉(𝑨) = 𝑩 et 𝒉(𝑪) = 𝑨 

     b) Déterminer le point  𝑰′ = 𝒉(𝑰)  

4)  a) Quelles sont les images possibles du triangle 𝑨𝑰𝑪 par 𝒇 ? 

     b) Déterminer toutes les isométries 𝒇 vérifiant 𝒇(𝑨) = 𝑩 et 𝒇(𝑱) = 𝑲 

Exercice 5 

Soit 𝑨𝑩𝑪𝑫 un losange de centre 𝑰 tel que (𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ̂ ) ≠
𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅  ; 𝒌 ∈ ℤ. 

Soit 𝑭 l’ensemble des isométries qui laissent globalement invariants l’ensemble {𝑨 , 𝑩 , 𝑪 , 𝑫} 

Soit 𝒇 ∈ 𝑭. On pose 𝒇(𝑰) = 𝑰′. 

1)  a) Montrer que 𝑰′𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑰′𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑰′𝑪⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑰′𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = �⃗⃗� . 

     b) En déduire que le point 𝑰 est invariant par toute isométries 𝒇 ∈ 𝑭. 

2)  Soit 𝒇 un élément de 𝑭. Montrer que 𝒇(𝑨) ≠ 𝑩  et 𝒇(𝑨) ≠ 𝑫. 

3)  a) On pose 𝒇(𝑨) = 𝑪  et 𝒈 = 𝑺(𝑩𝑫) о 𝒇. Montrer que 𝒈 fixe les points 𝑨 et 𝑰. 

    b) En déduire les éléments de 𝑭 qui transforment 𝑨 en 𝑪. 

4)  a) Déterminer les éléments de 𝑭 qui fixent le point 𝑨. 

     b) En déduire que 𝑭 = {𝑰𝒅𝒑 , 𝑺(𝑨𝑪) , 𝑺(𝑩𝑫) , 𝑺𝑰}   ( Idp étant l’identité du plan ). 

Exercice 6  

Soit 𝐴𝐵𝐶𝐷 un carré de centre 𝐼 et tel que (𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ̂ ) ≡
𝝅

𝟐
 [𝟐𝝅] 

 On désigne par 𝑬 le symétrique de 𝑰 par rapport à la droite (𝑪𝑫). 

1)  On pose 𝒇 = 𝑺(𝑪𝑩)  𝝄 𝑺(𝑪𝑨)  

     a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 𝒇. 

     b) Déterminer 𝒇(𝑬) 

2)  La droite (𝑬𝑫) coupe (𝑨𝑩) en  . La perpendiculaire à (𝑱𝑪) coupe (𝑩𝑫) en  𝑲. 

     a) Préciser 𝒇(𝑱) puis en déduire la nature du triangle 𝑪𝑱𝑲. 

     b) Montrer que (𝑱𝑪⃗⃗⃗⃗  , 𝑱𝑫⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) ≡ (𝑲𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑲𝑫⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ̂ ) [𝟐𝝅] 
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3)  On pose 𝒈 =  𝒇 𝒐 𝑺(𝑫𝑬)  et  𝒉 = 𝒕𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗  𝒐 𝒈          

    a) Déterminer 𝑺(𝑪𝑨) 𝒐 𝑺(𝑫𝑬)  et  𝑺(𝑪𝑩) 𝒐 𝒕𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .  

    b) En déduire que 𝒈 = 𝑺(𝑬𝑰) 𝒐 𝒕𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

    c) Caractériser alors 𝒉 

   d) Pour tout point 𝑀 du plan, on note 𝑴𝟏 = 𝑺(𝑬𝑫)(𝑴) et 𝑴𝟐 = 𝒇(𝑴). On pose 𝑵 = 𝑴𝟏 ∗ 𝑴𝟐 

 Montrer que 𝑵 varie sur une droite fixe ( à préciser ) lorsque 𝑴 varie dans 𝑷. 

Exercice 7    

Le plan P est rapporté à un repère orthonormé direct (𝑶 , 𝒊  , 𝒋 ) on considère l’application 

𝒇 ∶ 𝑷 → 𝑷 :  𝑴(𝒙 , 𝒚) ↦ 𝑴′(𝒙′, 𝒚′) tel que {
𝒙′ =

𝟑

𝟓
𝒙 −

𝟒

𝟓
𝒚 + 𝟐

𝒚′ = −
𝟒

𝟓
𝒙 −

𝟑

𝟓
𝒚 + 𝟐

 

1)  a) Montrer que 𝒇 est une isométrie du plan. 

    b) Déterminer l’ensemble des points invariants par 𝒇. 

     c) En déduire qu’il existe une droite (𝑫) et un vecteur �⃗⃗�  uniques tel que :  

�⃗⃗�  est un vecteur directeur de (𝑫) et 𝒇 = 𝑺(𝑫) о 𝒕�⃗⃗� = 𝒕�⃗⃗�  о 𝑺(𝑫) 

2)  On se propose de déterminer le vecteur �⃗⃗�  et la droite (𝑫) par deux méthodes. 

A\  Méthode 1 

      a) Déterminer les expressions analytiques de 𝒇 о 𝒇. 

      b) Caractériser l’application 𝒇 о 𝒇 et en déduire le vecteur �⃗⃗� . 

     c) Caractériser l’application  𝒕−�⃗⃗�  о 𝒇  et en déduire la droite (𝑫). 

B\  Méthode 2 

     a) sachant que pour tout point 𝑴 de 𝑷, on a : 𝑴 ∗ 𝒇(𝑴) ∈ (𝑫)  

donner une équation cartésienne de (𝑫) 

     b) En déduire le vecteur �⃗⃗� .    

Exercice 8 

Soit 𝑨𝑩𝑪 un triangle équilatéral tel que  (𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗̂
) ≡ −

𝝅

𝟑
 [𝟐𝝅]. 

On pose  𝑹𝟏 = 𝑹
(𝑨 ,

𝝅

 𝟔
)
   et   𝑹𝟐 = 𝑹

(𝑩 ,
𝝅

 𝟑
)
   et   𝒇 = 𝑹𝟐 о 𝑹𝟏 

1)  a) Quelle est la nature de 𝒇 ? 

     b) Déterminer 𝒇(𝑨) et construire le centre Ω de 𝒇. 

      c) Caractériser l’application 𝒇 о 𝒇. 

2)  a) On pose 𝒇(𝑩) = 𝑬. Montrer que la droite (𝑬𝑪) est la médiatrice de [𝑨𝑩]. 

     b) On pose  𝑹𝟏(𝑩) = 𝑭. Montrer que la droite (Ω𝑭) est la médiatrice de [𝑬𝑩]. 

3)  La perpendiculaire à (𝑩𝑪) passant par E coupe la droite (Ω𝑨) en 𝑨′. 

      a) Montrer que  𝒇(𝑪) = 𝑨′. 

      b) En déduire que   Ω = 𝑨 ∗ 𝑨′. 
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Exercice 9   

Soit 𝑨𝑬𝑭𝑫 un rectangle tel que 𝑨𝑬 = 𝟐𝑨𝑫  et (𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ , 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ̂ ) ≡
𝝅

𝟐
 [𝟐𝝅] 

On désigne par 𝑩 et 𝑪 les milieux respectifs des segments [𝑨𝑬] et [𝑫𝑭] et par 𝑰 et 𝑱 les centres respectifs 

de 𝑨𝑩𝑪𝑫 et 𝑩𝑬𝑭𝑪. Les droites (𝑨𝑫) et (𝑩𝑭) se coupent en un point 𝑲. 

1)  Soit 𝒇 l’isométrie du plan telle que : 𝒇(𝑨) = 𝑬 ;  𝒇(𝑩) = 𝑩  et  𝒇(𝑫) = 𝑭. 

     a) Déterminer les images des droites (𝑨𝑩) ; (𝑩𝑪)  et  (𝑫𝑪)  par 𝒇. 

     b) En déduire que 𝒇(𝑪) = 𝑪. 

     c) Caractériser alors l’isométrie 𝒇. 

2)  Soit 𝒈 l’isométrie du plan telle que : 𝒈(𝑬) = 𝑪 ;  𝒈(𝑭) = 𝑫  et  𝒈(𝑪) = 𝑨 et 𝑹 la rotation de centre 𝑩 

et d’angle  −
𝝅

𝟐
 

     a) Déterminer les images des points 𝑬, 𝑭 et 𝑪 par l’application 𝑹 𝝄 𝒈. 

     b) En déduire que 𝒈 est la rotation de centre 𝑩 et d’angle  
𝝅

𝟐
 

     c) Caractériser l’application : 𝒕 = 𝑺(𝑬𝑭)  𝝄 𝑺(𝑩𝑪). 

     d) Déterminer les droites ∆ et ∆′ telles que   𝑹 = 𝑺∆ 𝝄 𝑺(𝑩𝑪)     et      𝒕 = 𝑺(𝑩𝑪) 𝝄 𝑺∆′  

     e) Caractériser alors l’application  𝑹 𝝄 𝒕. 

3)  Soit 𝒉 l’isométrie du plan telle que : 𝒉(𝑨) = 𝑪 ;  𝒉(𝑩) = 𝑭  et  𝒉(𝑫) = 𝑩 

     a) Montrer que 𝒉 ne fixe aucun point du plan. 

     b) En déduire que 𝒉 est une symétrie glissante. 

     c) Montrer que la droite (𝑰𝑱) est l’axe de 𝒉 et 𝑰𝑱⃗⃗  ⃗ est le vecteur de 𝒉. 

     d) Caractériser alors chacune des applications suivantes :   𝒉 𝝄 𝑺(𝑰𝑱)   et    𝒕𝑱𝑰⃗⃗  ⃗ 𝝄 𝒉. 

Exercice 10 

Soit 𝒇 l’application qui à tout 𝑴(𝒙 + 𝒊𝒚)  associe le point 𝑴′(𝒙′ + 𝒊𝒚′) et tel que {
𝒙′ =

𝟏

𝟐
(𝒙 + √𝟑𝒚 + 𝟐)

𝒚′ =
𝟏

𝟐
(√𝟑𝒙 − 𝒚)        

 

1)  a) Montrer que :  𝒛′ =
𝟏+𝒊√𝟑

𝟐
 𝒛 + 𝟏    

     b) On pose 𝒇(𝑶) = 𝑶′, vérifier que 𝑶′𝑴′ = 𝑶𝑴. 

     c) Déterminer l’ensemble des points invariants par 𝒇. 

2)  Soit 𝑴′′ d’affixe 𝒛′′ et (𝒇 𝝄 𝒇)(𝑴) = 𝑴′′  

     a) Exprimer 𝒛′′ en fonction de 𝒛 et montrer que l’application 𝒇 𝝄 𝒇 est une translation de vecteur �⃗⃗�  

que l’on précisera.s 

     b) Soit les points 𝑨 et 𝑩 d’affixes respectives  
𝟏

𝟐
  et  −

𝟏

𝟐√𝟑
𝒊 et l’application  𝒈 = 𝒕

−
𝟏

𝟐
�⃗⃗� 
 𝝄 𝒇 

Déterminer les affixes respectives des point 𝑨′ et 𝑩′ images respectifs de 𝑨 et 𝑩 par 𝒈. 

     c) Montrer que 𝒈 est une symétrie orthogonale dont on précisera l’axe ∆. 

3)  a) Montrer que   
𝒛𝑩−𝒛𝑨

𝒛𝟏
𝟐
�⃗⃗� 

   est un réel.   
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     b) Déterminer alors la nature et les éléments caractéristiques de 𝒇. 

Exercice 11 

Soit l’équation (𝑬) ∶  𝒛𝟐 − 𝟐(𝒎 + 𝟐𝒊)𝒛 + 𝟐𝒎𝟐 + 𝟒𝒊𝒎 − 𝟒 = 𝟎 où 𝒎 est un paramètre complexe. 

1)  a) Résoudre dans ℂ l’équation (𝑬).      

     b) Déterminer 𝒎 pour que 𝟐𝒊 soit solution de (𝑬), préciser alors l’autre solution. 

2)  Dans le plan complexe rapporté à repère orthonormé direct (𝑶 , �⃗⃗�  , �⃗⃗� ), on considère les points 𝑴, 𝑴𝟏, 

et 𝑴𝟐 d’affixes respectives :  𝒎 , 𝒛𝟏 = (𝟏 + 𝒊)𝒎 + 𝟐𝒊  et  𝒛𝟐 = (𝟏 − 𝒊)𝒎 + 𝟐𝒊.  

      a) Montrer que :  𝒛𝟐 = −𝒊𝒛𝟏 − 𝟐 − 𝟐𝒊. 

      b) En déduire que 𝑴𝟐 est l’image de 𝑴𝟏 par une rotation dont on déterminera le centre et l’angle 𝜶. 

      c) On suppose que 𝒎 est non nul, et on note 𝑱 le milieu de [𝑴𝟏𝑴𝟐]. Montrer que 𝑱 est l’image de 𝑴 

par une translation que l’on précisera. Montrer que (𝑰𝑱)⏊(𝑴𝟏𝑴𝟐). 

Exercice 12 

On considère dans ℂ l’équation (𝑬) ∶  𝒛𝟑 − 𝟐𝒎𝒛𝟐 + 𝟐𝒎𝟐𝒛 − 𝒎𝟑 = 𝟎 où  𝒎 est un paramètre complexe 

1)  a) Vérifier que 𝒎 est une solution de l’équation (𝑬)   

     b) Resoudre alors dans ℂ l’équation (𝑬)   

2)  On note 𝒛𝟏 et 𝒛𝟐 les deux autres solutions de l’équation (𝑬) autre que 𝒎 

     a) Vérifier que : 
𝟏

𝒛𝟏
+

𝟏

𝒛𝟐
=

𝟏

𝒎
 

     b) Dans le cas où 𝒎 = 𝟏 + 𝒆𝒊
𝝅

𝟑 ; écrire 𝒛𝟏 et 𝒛𝟐 sous la forme exponentielle 

3)  On considère les points 𝑨 et 𝑩 d’affixes respectives  𝒂 = 𝒎𝒆𝒊
𝝅

𝟑  et  𝒃 = 𝒎𝒆−𝒊
𝝅

𝟑 

On note 𝑷 le centre de la rotation d’angle (
𝝅

𝟐
) qui transforme 𝑶 en 𝑨 

𝑸 le centre de la rotation d’angle (
𝝅

𝟐
) qui transforme 𝑨 en 𝑩 

et 𝑹 le centre de la rotation d’angle (
𝝅

𝟐
) qui transforme 𝑩 en 𝑶 

Montrer que les points  𝑶 ,  𝑨 et 𝑩 ne sont pas alignés 

4)  a) Montrer que l’affixe de 𝑷 est  𝒑 = 𝒎
√𝟐

𝟐
𝒆𝒊

𝟕𝝅

𝟏𝟐   et que l’affixe de 𝑹 est  𝒓 = 𝒎
√𝟐

𝟐
𝒆−𝒊

𝟕𝝅

𝟏𝟐 

     b) Montrer que l’affixe de 𝑸 est  𝒒 = 𝒎√𝟐𝐬𝐢𝐧 (
𝟕𝝅

𝟏𝟐
) 

5)  Montrer que 𝑷𝑸 = 𝑷𝑹 et que les droites (𝑷𝑸) et (𝑷𝑹) sont perpendiculaires. 
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