Isométries du plan  4°™ Mathématiques

Dans tous les exercices le plan est orienté.

Exercice 1
On considére un carré direct ABCD de centre O , on désigne par I, J3.K et L et les milieux respectifs des
segments [AB], [BC], [CD] et [DA].

Déterminer la nature et les caractéristiques géométriques de chacune des composées suivantes :

fi= Scac) 0 Sp) f2= Scac) 0 Sup) f3= Suc) 0 R(A %)
fa=R(,m) 050 fs=RwpmoRum Jé5RpmoR,m
f1=RicmoR,m fs = Swp) 0Sow) Jo=R(,motp;
Exercice 2

Soit ABCD un carré de centre O tel que (ﬁjﬁ) = g [27]
1) a) Caractériser 'isométrie g = S(cp) 0 S(ap)-

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de ’isométrie f = Scp) 0 S(4p)0 S(ap).
2) Soit R la rotation de centre C et d’angle g

a) On pose R(A) = E, quelle est la nature du triangle CAE, construire le point E.

b) Montrer que les point D, B et E'sont alignés.
3) Soit I le milieu du segment [EA]

a) Verifier que R = S(¢y) 0 Stga)-

b) En déduire la nature et les/€léments caractéristiques de I’isométrie h telle que :
Scnoh=RoS
Exercice 3
Soit ABCD un carré directet I, J , K et L les milieux respectifs des segments [AB] , [BC] , [CD] et [DA]
1) On pose f = S(,K)oR(A )

a) Déterminer f(A) et f(B)
b) En déduire.que f est une symétrie glissante dont on déterminera I’axe et le vecteur.

2) On poseg = R(A )oS(,K)

2
a) Déterminer g(A4) et g(B)
b)*Endéduire que g est une symétrie glissante dont on déterminera I’axe et le vecteur.

3) ,a).Caractériser S(,K)oR(A ) et gof
T2

) Déterminer fog(B)
c) Soit E le point d’intersection des droites (BC) et (IL). Déterminer fog(E)
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d) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de fog.
Exercice 4

Dans le plan orienté, on considére un triangle non isocéle ABC tel que (E,ZE) = g [2m]

On désigne par , J et K les milieux respectifs des segments [BC] ; [AC] et [AB]
Soit f une isométrie du plan qui transforme Jen K et Aen B
1) Montrer que f(C) = A
2) a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de I’isometre g qui laisse le point I invariant
et qui transforme CenAetAen B

b) Donner g(J)
3) Soit Papplication h = t;5 0 S (k)

a) Montrer que h(A) = Beth(C)=A

b) Déterminer le point I' = h(I)
4) a) Quelles sont les images possibles du triangle AIC par f ?

b) Déterminer toutes les isométries f vérifiant f(4) = Bet f(J) = K
Exercice 5

Soit ABCD un losange de centre I tel que (Zﬁ/\A—ﬁ) #* §+ km ; k € Z.
Soit F ’ensemble des isométries qui laissent.globalement invariants I’ensemble {4 ,B ,C,D}
Soit f € F.Onpose f(I) =1T'.
1) a) Montrerqueﬁ+ﬁ+ﬁ+f’5= 0.
b) En déduire que le point I est.invariant par toute isométries f € F.
2) Soit f un élément de F. Montrer que f(A) # B et f(A) # D.
3) a) On pose f(4) = C et g'= Spp) o f. Montrer que g fixe les points A et 1.
b) En déduire les élémentsde F qui transforment A en C.
4) a) Déterminer les éléments de F qui fixent le point A.
b) En déduire que'F.= {Idp,Sc), Spy,Si} (1dp étant identité du plan ).
Exercice 6
Soit ABCD un _carreé de centre I et tel que (ﬁ/\A_D’) = g [2m]
On désigne par E le symétrique de I par rapport a la droite (CD).
1) On pose.f = S(cp) 0 S(ca)
a) Determiner la nature et les éléments caractéristiques de f.
b).Déterminer f(E)
2)yLadroite (ED) coupe (AB) en . La perpendiculaire a (JC) coupe (BD) en K.
a) Préciser f(J) puis en déduire la nature du triangle CJK.

b) Montrer que (ﬁ) = (ﬁAﬁ) [27]
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3) Onposeg = foSpr et h=tzz0g9

a) Déterminer S.c4y 0 S(pg) €t S(cp) 0 the -

b) En déduire que g = S(gy) 0 tgp

c) Caractériser alors h

d) Pour tout point M du plan, on note My = S gp (M) et M, = f(M). On pose N = M4 * M,
Montrer que N varie sur une droite fixe ( a préciser ) lorsque M varie'dans P.
Exercice 7
Ci-contre, ABC est un triangle rectangle en C tel que : (ﬁi\ﬁ) =2 [27]
ACD et ABE sont deux triangles isocéles et rectangles en A.
On désigne par , J et K les milieux respectifs de [CD] , [AC] et [AD].
Soit f une isométrie du plan tel que : f(A) = D et f(C) = A.

1) On suppose que f fixe un point. B E

a) Montrer que f est une rotation.
b) Donner les eléments caractéristiques de f.

c) Construire le point F = f(B).

d) Montrer que les points , C et F sont.aligneés.

C A
2) Soit R la rotation de centre A4 et d’angle g etg=foR.
a) Determiner g(E) puis caracteriser g. i
b) En déduire que AEFD est un'parallélogramme.
3) On suppose que f est sans-points fixes. D

a) Montrer que f est une symétrie glissante.

b) Déterminer les eléments caractéristiques de f.
4) Soit ¢ la rotation.de centre I et d’angle —g et v la Symétrie glissante de vecteur JK et
d’axe JK) eth =(@ o y 1.

a) Quelle est'la nature de h ?

b) Déterminer h(D) et h(A) caractériser alors h.

Exercice 8

Le plan P.est rapporté a un repére orthonormé direct (0 ,7,j) on considére ’application

x' Ex—§y+2
f:PoP: M(x,y)» M'(x',y") tel que 4 3
y = —Ex—§y+2

1) a) Montrer que f est une isométrie du plan.

b) Déterminer I’ensemble des points invariants par f.
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¢) En déduire qu’il existe une droite (D) et un vecteur u uniques tel que :

U est un vecteur directeur de (D) et f = Sy 0ty = t5 0 S(py

2) On se propose de déterminer le vecteur u et la droite (D) par deux méthodes.

A\ Méthode 1

a) Déterminer les expressions analytiques de f o f.

b) Caractériser I’application f o f et en déduire le vecteur u.

c) Caractériser I’application t_g; o f et en déduire la droite (D).
B\ Méthode 2

a) sachant que pour tout point M de P,ona: M = f(M) e<(D)
donner une équation cartésienne de (D)

b) En déduire le vecteur u.
Exercice 9

Soit ABC un triangle équilatéral tel que (E,TC) = - [2n]

On pose R1=R(A£) et R2=R(B£) et f=LRy0R,
'6 '3

1) a) Quelle est la nature de f ?
b) Déterminer f(A) et construire le centre Q de f.
c) Caractériser I’application f o f.
2) a) On pose f(B) = E. Montrer que la.droite (EC) est la médiatrice de [AB].

b) On pose R,(B) = F. Montrer que la droite (QF) est la médiatrice de [EB].

3) La perpendiculaire a (BC) passant par E coupe la droite (Q4) en A’
a) Montrer que f(C) = A'.
b) En déduire que Q = A4 #4'.

Exercice 10

Soit AEFD un rectangle telque AE = 2AD et (ﬁA_ﬁ) =7 [2m]

On désigne par B et/Cles milieux respectifs des segments [AE] et [DF] et par I et J les centres respectifs

de ABCD et BEFC. Les droites (AD) et (BF) se coupent en un point K.

1) Soit f I’isométrie du plan telle que : f(A) =E; f(B) =B et f(D) =F.
a) Déterminer-es images des droites (AB) ; (BC) et (DC) par f.
b) En déduire que f(C) = C.

c) Caracteriser alors ’isométrie f.

2) Soit g ’isométrie du plan telle que : g(E) = C; g(F) =D et g(C) = A et R la rotation de centre B

et d’angle —g
a) Déterminer les images des points E, F et C par I’application Ro g.
b) En déduire que g est la rotation de centre B et d’angle g

c) Caractériser ’application : t = S(gp) 0 S(p).
Kooli Mohamed Hechm i jstRe{o[o Ry} http://mathematiques.kooli.me/

Page 4


http://mathematiques.kooli.me/

d) Déterminer les droites Aet A" tellesque R=S5,0S8pc) € t=Spc oSy
e) Caractériser alors I’application R o t.
3) Soit h I’isométrie du plan telle que : h(A) =C; h(B) =F et h(D) =B
a) Montrer que h ne fixe aucun point du plan.
b) En déduire que h est une symétrie glissante.
c) Montrer que la droite (I]) est I’axe de h et ﬁ est le vecteur de-h:
d) Caractériser alors chacune des applications suivantes : hoSyyy et tjj o h.
Exercice 11
x' =%(x+\/§y+2)

Soit f I’application qui a tout M(x + iy) associe le point M'(x"“+ iy") et tel que o
y =3 (\/§x - y)

”2"‘/3_' zZ+1

1) a) Montrerque: z' =
b) On pose f(0) = O', vérifier que O'M' = OM.
c) Déterminer I’ensemble des points invariants par f.

2) Soit M" d’affixe z'' et (f o f)(M) = M"
a) Exprimer z'’ en fonction de z et montrer que application f o f est une translation de vecteur u

que ’on précisera.s

b) Soit les points A et B d’affixes respectives let -1

. C _
5 ek et Papplication g = t_%ﬁ of

Déterminer les affixes respectives des point A’ et B’ images respectifs de A et B par g.

c) Montrer que g est une symétrie orthogonale dont on précisera I’axe A.

Zp—Zy

Z1_
Eu

3) a) Montrer que est un‘réel.

b) Déterminer alors la nature.et les élements caractéristiques de f.
Exercice 12
Soit ’équation (E) : zZ =2(m + 2i)z + 2m? + 4im — 4 = 0 ol m est un paramétre complexe.
1) a) Résoudre dans C'Féquation (E).
b) Déterminer m pour que 2i soit solution de (E), préciser alors I’autre solution.
2) Dans le plancomplexe rapporté a repére orthonormé direct (0 ,u, ), on considere les points M, M,,
et M, d’affixes-respectives: m ,z; = (1 +iym+2i et z, = (1 —i)m + 2i.
a) Montrer que : z, = —iz, — 2 — 2i.
b) En déduire que M, est I’'image de M, par une rotation dont on déterminera le centre et ’angle a.
c)«Onwsuppose que m est non nul, et on note J le milieu de [M;M,]. Montrer que J est ’'image de M
par-une translation que I’on précisera. Montrer que (IJ) | (M M,).
Exercice 13
Soit m un nombre complexe non nul.

A) On considére dans C ’équation d’inconnue z ; (E): z3 — 2m z? + 2m?z — m3 = 0.
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1) a) Vérifier que m est une solution de I’équation (E).
b) Résoudre dans C I’équation (E)
c) Déterminer deux nombres complexes a et b tel que :
22 —-2mz? +2m?z—md = (z—m)(z? + az +b)
d) Résoudre dans C I’équation (E)
2) On note z; et z, les deux autres solutions de I’équation (E) autre'que m.
a) Montrer que z; et z, sont non nulles.

b) Montrer que Zi +-=21
1

Z) m
.1
c) Dans le cas ollm = 1 + e'3 ; écrire sous la forme algébrigue z, et z,.

B) On considére les points A et B d’affixes respectives a = me's et b = me™ .

On note P le centre de la rotation d’angle (g) qui transforme O en A ; Q le centre de la rotation d’angle

(g) qui transforme A en B et R le centre de la rotation,d’angle (’21) qui transforme B en O.

1) Montrer que les points 0, A et B ne sont pas/alignés.

71

.7
2) a) Montrer que I’affixe de P est p = mg e'1z'et que Iaffixe de R est r = mg e 'z

b) Montrer que I’affixe de Q est g = niv/2:sin (Z—’;)

3) Montrer que 0Q = PR et que les droeites (0Q) et (PR) sont perpendiculaires.
Exercice 14
1) On considére dans C I’équation(E) : z2 — (1 —i)(m+ 1)z—i(m* +1) =0oum € C

a) Montrer que le discriminant de (E) est A= [(1 + i)(m — 1)]?.

b) Résoudre dans C I’équatien (E).

c) Ecrire sous forme algéebrique les valeurs de m pour que le produit des deux solutions de (E)
soit égal a 1.
2) Onpose:z; =1—=im et z, =m—1i

w

Ecrire z, et z, sous.forme trigonométrique dans le cas ot m = e avec 0 € ]2 ,n[

3) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0 ,u,v). On considére les points :

M, M, et M, d’affixes respectives , z; =1 —imetz, =m—i.
Déterminer ’ensemble des points M pour que , M, et M, soient alignes.
4) a) Soit.R la transformation qui fait correspondre a tout M(z) le point M’'(z’) tel que

zZ' =1
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