INTEGRALES 4™ Mathématiques

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur [0 ’2—’] par f(x) = cos x.
1) a) Calculer Vx € [Og]  f ().

b) Justifier que f réalise une bijection de [0 ’Z—I] sur [0,1].

2) Soit g la fonction réciproque de f.

a) Justifier que g est dérivable sur [0, 1] .

b) Montrer que vx € [0,1[: g'(x) = — L

Vi-x2
3) a) Calculer g G) etg (?)
V3
b) Montrer que flz dx _I
1 V1-x? 6
Exercice 2

Indiquer la bonne réponse

1) SoitI = fol 2tcos? (mt)dt et J = fol 2t sin?(mt)dt alorsI+ ] =

a)—1 b) 1 om
2) SoitK = f:sinzx dx alors K =

a) 0 b)g o) m
Exercice 3

1

Soit la suite réelle (I,,) définie'sur N, par:I,, = f x
0

2n+1l gin(mx) dx

1) Montrer que I, = 111
2) a) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
b) En déduire que la suite (I,,) est convergente.
c) Montrer.que toutn e Nona: 0 <1, < ﬁ puis calculer lim I,,.

n—-+owo

3) a) Montrer.gue toutn € Nona: I,,, = ~ — Zx2entd) o

T 77.'2
1
b)Calculer alors J = f (x® — 3x) sin(mx) dx
0

Exereice4
Soit-f:la fonction définie sur [-2, 2] par f(x) = V4 — x? et soit C; sa courbe représentative.
Onrse prose de calculer 5£ la mesure de I’aire de la partie du plan limitée par C I’axe des abscisses et les

droites d’équations : x = —1letx = 1.
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1) a) Etudier la parité de f.

b) Etudier la dérivabilité de f a droite en —2 et a gauche en 2. Interpréter les,résultats
graphiguement.

c) Montrer que f est dérivable sur |—2, 2 et calculer f'(x) pour tout'x€ }—2, 2.

d) Dresser le tableau de variation de f et tracer Cy.
X
2) Soit F la fonction définie sur [—2,2] par F(x) = f f(t) dt
0

Soit G la fonction définie sur [0, 7] par : G(x) = F(2 cos x).
a) Déterminer F(0)

b) Montrer que G est dérivable sur [0, ] et calculer G'(x)-pour tout x € [0, m].
c) Calculer ¢ (g) et en déduire que Vx € [0, ] ona: G(x) = —2x + sin(2x) + m.
Y3
3) a) Calculer F(Z cos 5)

b) Calculer alors .
Exercice 5

1) Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = \/f—x et Cy sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (0,17,J).

a) Etudier la dérivabilite de f a droit.en 0 et interpréter le résultat graphiquement.

b) Dresser le tableau de variation de'f.

¢) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur R,.

2
1+4x2

d) Vérifier que pour tout x*€ R,,ona: f1(x) =
e) Construire Cy et C’da‘courbe représentative de f -1,

2) Soit A I’aire de la partie du plan limitée par la courbe C; et les droites d’équations

1,2
dx

=0ety=1 Mont A=
X ety ontrer que j;,1+x2

1 12n+2
3) On considere la suite (U,,) définie sur Npar: U, = f 1162 dt
0

a) Montrer que la suite (U,,) est décroissante. En déduire que (U,,) est convergente.

b) Montrer que pourtoute N,ona:0<U, < ﬁ et en déduire lim U,,.

n-+ow

- (1)K
2k +1
k=0

4).0n considére la suite (V,,) définie sur Npar: V, =

a) Montrer que pour tout t € [0, 1] et pour toute N, ona:
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(_ 1)n t2n+2

1+t2

1 —
1+22

1-2+t* -6+ + (—D)"*" -

1 Vdt
1+¢2

b) En déduire que pour toutn € N,ona:V,, — I = (—-1)"U,, ou I = f
0

puis déduire limV,

c¢) Montrer que pourtoutne N; ona: |V, —I| <
) quep | n | 2n+1 n-+o

5) Soit ¢ une fonction continue sur R.

T T tan x t
Soit F la fonction définie sur ]_E 'E[ par F(x) = f o) dt

o 1+t

a) Montrer F est dérivable sur ]—g g[ et que F'(x) = g(tanx)

b) Déterminer F(x) dans chacun des cas suivants ¢(t) = 1 et ¢@(t) = t?

c) En déduire que I = % et déterminer la valeur exacte de A.

Exercice 6

IS

Soit la suite réelle U définie sur IN* par : U= j sin"x dx
0

1) a) Justifier I’existence de U,, pour toutn &IN".
b) Montrer que vne IN* ,U, > 0.

c) Montrer que la suite U est decroissante. Que peut-on conclure ?
d) Vérifier que : U; = 1 et que U, = ;—t .
2) a) A I’aide d’une intégration par parties montrer que :

T

2
vn € N*%; sin™x cos’x dx.= ——U
.[;) n+ 1 n+2
b) En déduire Vn € IN*ena: U,,, = Z—:; U,.

c) Montrer que pour tout entiern > 2ona: n"? U,<U,,<U,

, . . . U
En déduire la limite'de l’;—“ .

n

3) a) Montrer par.récurrence que : pourtout n=>2ona: nU, U,_; = g

b) En déduire.a limite de la suite U.

Exercice 7

1+x2
1+x4x2

Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = et soit C sa courbe représentative.

1) a) Dresser le tableau de variation de f et tracer Cy.

WIN

b)dustifier que pour toutt >0ona: =< f(t) <1
2) On pose F(x) = f f®dt, vx=0.
0

a) Etudier la dérivabilité de F et en déduire que F est strictement croissante sur R.
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b) Montrer que pour tout x € R, ona: %x < F(x) < x et en déduire lim F(x).

X—>+x

c) Dresser le tableau de variation de F.
3) Soit G la fonction définie sur R par : G(x) = F(x?).
a) Montrer que G est dérivable a droite en 0.
b) Etudier les variations de G sur R.
c) Donner I’allure de la courbe de C; de G.
Exercice 8
On a représenté ci-dessous, dans un repere orthonormé (0 7,j) les courbes (C) et (I'), représentative

d’une fonction f définie et dérivable sur R et de sa fonction dérivée f'.

1) Reconnaitre la courbe représentative.de f et celle de f'.
2) Déterminer (0), f'(0), f(—1) et f'(—1).
3) Calculer I’aire A de la partie du’plan limitée par la courbe de f' I’axe des abscisses et les droites

d’équations x = —letx = 0
1

4) Soit (U,)) la suite définie sur N* par U,, = f x"f'(x) dx
0

1
a) Al'aide d'uneintégration par parties montrer que U; = f(1) — f f(x) dx
0

b) Montrer que (U,,)" est décroissante
c) Montrer que 0-.< U,, < ﬁ pour toutn € N*

d) Déduire'que (U,,) est convergente et calculer sa limite.

Exercice 9

A) Onpose F(x) f de
n'pose F(x) =
o 1+1¢2

1) Déterminer le domaine de définition de F.

2)Etudier la dérivabilité de F et en déduire que F est strictement croissante sur R.

3).0On pose g(x) = F(tanx) ; Vx € ]—g ;—t[

a) Calculer g(0).
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b) Montrer que g est dérivable sur ]—'21 '21[ et calculer g'(x).

c) En déduire que Vx € ]—— —[ F(tanx) = x.

4) a) Montrer que F est la fonction réciproque de la fonction f(x) = tanx.

dt jﬁ dt

1
b) Calculer j 118

et
o 1+1t2
¢) Calculer lim f (x).
X

2

i ite défini * ‘U =11y, D

B) Soit (U,,) la suite définie sur IN* par : U,, = 1 sttt oy
4 4 a2 4 4 ... _qang2n, 1 _ nx2n+2

1) Montrer que pour toutréel x : 1 — x* + x* + .-+ (—1)"x 1+x2_( 1) 2
T 1 ,.2n+2

2) En dédui Uu,——=(C-1" d

) En déduire que U, 2 ( )fo1+x2 x
2n+2
3) a) Montrer que pour tout x € [0 , 1] et pour tout n € IN* ;x+x2 < x?2nt2
b) En déduire que pour toutn € IN* : |U — <—et déterminer lim U,.

2n+ n—-+oo
Exercice 10

Soit la fonction f définie sur R, par : f(x) = iT\/i et soit Cy sa courbe représentative unité graphique

2cm
1) a) Etudier la dérivabilité de f a draite en 0 et interpréter le résultat graphiquement.
b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Tracer Cy.

tanzx

(4
2) Soit g la fonction définie'sur [0 ,E[par o glx) = f f(t) dt
0

a) Montrer que g est dérivable sur [O g[ et que pour tout x € [O g[

ona: g'(x) = 4tan’x
b) En déduire ’expression de g(x).

c) Déterminer Paire A de la partie du plan limitée par C; I’axe (0, 7) et les droites d’équations : x =

Oetx=1
2 [ Vk
3) On posepour toutn € N*, S, :—z —_
Vn
a) Montrer que pour toutk € {0,1,2..n—1}ona:
()
nf n

b) En déduire pour toutn € N*ona:s§, —% <A<S,

k+1

sﬁ( FO) dt <= f(k 1)

n

b) Déterminer lim §,,.

n—-+oo
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Exercice 11

Soit f la fonction définie sur [0, 2] par : f(x) = {/x(2 — x) et soit C sa courbe réprésentative.
1) a) Montrer que la droite A: x = 1 est axe de symétrie de Cy.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.

c) Dresser le tableau de variation de C;. d) Construire Cy.

T 1+sinx
2) Soit f la fonction définie sur [_E 'E] par: F(x) = f f(t) dt
0
a) Justifier I’existence de F(x).

b) Montrer que F est dérivable sur [—g g] et calculer F(x) pour tout x € [—g g]

c) Expliciter F(x) pour tout x € [—g g]

3) Calculer A I’aire de la partie du plan limitée parla‘courbe C; et I’axe des abscisses.

4) Soit g la fonction définie sur [0, 2] par : g(x)= x,/x(2 — x) et soit C, sa courbe représentative. On

donne ci-contre le tableau de variation de“g. x |0 % 2
a) Etudier la position de Cy et C,,.. g'(|o
b) Construire C, dans le méme repére que Cy. g(x) 33
T \
c) Calculer I’aire du domaine plan limitée par C; et C,,. 0 / 0
Exercice 12
Soit f la fonction définie sur}0,4[ par : f(x) = % et soit Cy sa courbe représentative.
1) a) Montrer que f est dérivable sur ]0,4[ et que Vx € ]0,4[ona: f'(x) = ;3
(\/4x—x2)

b) Dresser le tableau de variations de f.
c) Montrer que/firéalise une bijection de ]0,4[ sur R.

3) a) Montrer.gue-e point A(2, 0) est un centre de symétrie de Cy.
b) Ecrire une-equation de la tangente T a C; en A.
4) On supposeque le point I d’abscisse , (a = 3,9) est Punique point d’intersection de la courbe C et

la droite Ay = x.
a) .Tracer Cyet T.

) Soit £~ la réciproque de f et soit Cp-15a courbe

Tracer C;-1 dans le méme repere (0 7, )).

[OIRVCEINE g Eeglgl] 58 300 174 http://mathematigues.kooli.me/ Page 6



http://mathematiques.kooli.me/

5) Calculer 7 1la mesure de I’aire de la partie du plan limitée par les courbes Cy et C -1 etles droites

d’équations x = 0 et x = a.
Exercice 13

x2+2
x2+1

A) Soit la fonction f définie sur R, par : f(x) =
1) a) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R, .
b) Tracer la courbe Cy de f.
c) Montrer graphiquement que I’équation f(x) = x admet une‘unique solution.
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur |1, 2].
b) Calculer f~1(x) en fonction de x.
c) Tracer C' la courbe de f1.
3) Soit g la fonction définie sur [0 g[ par : g(x) = tanx
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Calculer g=1(0) et g~1(1).
c) Montrer que g1 est dérivable sur [0, +oo[,calculer (g=1)'(x) pour tout € [0, +ool.
4) Calculer I’aire 7 du domaine plan limité par la courbe Cy et les droites d’équations :
x=0 et x=1.
Exercice 14
Soit h une fonction définie sur [0, T}parh(x) = V1 — x2 et soit C;, sa courbe
1) Soit M(x,y) un point de C;, avec.y = h(x)
a) Montrer que OM = 1
b) En déduire que C;, est un arc du cercle de centre O et de rayon 1.
1
c) Soit I = .[; mdx montrer que I = %
2) Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = V2x — x et soit C; sa courbe
a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0
b) Dresser le tableau de variations de f et tracer €y ( unité graphique 4 cm )
3) a) Montrer.que f admet une fonction réciproque que I’on note g définie sur [0, 1]
b) Tracer/Cret C, la courbe représentative de g
d) Montrer que ve [0,1], g(x) =1 — V1 — 2
4) Soit A\laire de la partie du plan limitée par C; et C,

et les.droites d’équations x =0 et x =1

1
Calculer A puis déterminer f f(x)dx
0

1
5) Soit la suite I, =f t"y1—t:dt vnelN
0
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n

a) A I’aide d’une intégration par partie montrer que I,,,; = mln—l
1 1
b) Calculer I, et calculerf t>J1—t:dt et f (1—t?)yJ1— t2dt
0 0

Exercice 15

x2

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = e
—X

et soit Cy sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (0,7,j))

2x-x3

=

1) a) Montrer que pour tout x € [0,1[ona: f'(x) =

b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur un intervalle J que
I’on déterminera.

d) Construire Cy et C;-1 courbe de 1.

2) A P’aide d’une intégration par parties montrer que :

V2 1 V2

2 2
f f(x)dx=—§+f V1 —x2% dx
0 0

T sinx
3) Soit F la fonction définie sur [O Z] par: F(x) = f Vv1-—1t% dt
0

a) Montrer que F est dérivablesur [0 Z] et calculer F'(x) pour tout x € [0 ﬂ

b) En déduire que pour tout x'€ [0 Z] ona:F(x) = %x + %sin(Zx)

V2

2
¢) Calculer alors f 1—x2 dx
0

V2

2 T
d) En déduireqque f f(x) dx = 8
0

4) Calculer A'Raire de la partie du plan limitée par C; et Cy-1 et les droites d’équations

x=0etx= o
2
Exercicexl6
A) Soit la suite (U,,) définie sur N, par :
1 V[A 1 w
- _ * — n _
Up —fo cos(zx) dx et VneN": U, fo X cos(zx) dx
1), a) Calculer U, et U,

b) En utilisant deux intégrations par parties montrer que : vn € N ;
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2 4n+1)(n+2)
Un+2 = E - T2 Un

c) Calculer U, et Usg

2) a) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.

b) Montrer que vn > 1 ona:OSUnSn—i1

c) Déterminer la limite de la suite (U,,).

1
- - 7 - - H n
B) Soit la suite (V,,) définie sur N* par : V,, = f x* cos (Ex) dx
0
1) a) Montrer que la suite (V,,) est décroissante.
b) Montrerquevn e N* ona:0 <V, < 5—1115
c) Déterminer alors la limite de la suite (V,,).
(_1)n+1
n w
2) Soit la suite (W,,) définie sur N* par: W, = x* cos (Ex) dx

(Gt Dk
n

a) Exprimer W,,,1 enfonction de Vy,,1
b) Exprimer W,, en fonction de V5,

c) Déterminer alors la limite de la suite (W,,).

Exercice 17
Soit f la fonction définie sur IR} par ¢ f(x) = -1 + J%
x“+2x

1) a) Dresser le tableau de variation de f

b) En déduire le signe de f(x) pour tout reel x strictement positif.

2) Soit h la fonction définie sur R, par h(x) = Vx% + 2x — x + 1 et soit G la fonction
X

définie sur R, par G(x) = f t h(t)dt
0

a) Etudier la dérivabilite de h a droite en 0.
b) Dresser le tableau de variation de h.

3) Montrer que G'est.dérivable sur R, et calculer G’ (x).

a) Montrer-que pour tout réel x positif ona: G(x) > %xz

b) En déduire : lim G(x) et lim £

xX—+ xX—>+o0 X

e) Dresser le tableau de variation de G et donner I’allure de la courbe C; de G.

Exercice 18

X

Soitdafonction f définie par : f(x) = i

et soit C; sa courbe représentative

(wunité graphique 2 cm )

T Vsinx
On donne la fonction F définie sur [O 'E] par: F(x) = f f(t)dt.
0
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1) a) Déterminer le domaine de définition de f.

b) Montrer que F est dérivable sur ]0 '21[ et calculer F'(x).

c) En déduire que pour tout x € [0 '2—’] ona:F(x) = g

2) Calculer alors 5% la mesure de Paire de la partie du plan limitée par la courbe C; et les droites

d’équations x = 0 et x = ‘/2—7

Exercice 19
1) a) Dresser le tableau de variation de la fonction ¢ définie sur [0 1] par : @(t) = t(1 —t).

b) En déduire que pour tout réel t € [0,1]ona: 0 < @(t)< i

x dt
2)0 idere la fonction F défini R Fx) =" o777
) On considere la fonction F définie sur R par: F(x) j;) 22 2+ 1

Soit la fonction G définie sur ]—g g[ par: G(x) = F (l—tanx).

2

a) Vérifier que la fonction F est bien définie sur-R,'dérivable sur R, et déterminer sa fonction dérivée.
oy T
b) Verifier que G (_Z) = F(1).
T
c) Calculer ¢ (Z)'

3) a) Déterminer G'(x) pour tout x € ]—’21 ’21[

b) Montrer que pour tout x € ]—g ’21[ ona:G(x) =—x+ F(1) —g

1 dt

c) En déduire quej; CYye i

T

2

4) On consideére la suite (I,,) définie sur N* par I, = 1 et pour toutn € N*,ona: I,, = fol t"(1-o)" dt
a) Calculer I,

b) Montrer que pour toutentier naturel nona: 0 <1, < 4% c) En déduire lim I,,

n—-+oo

n
5) On cosideére la suite (U,,) définie sur N par: U, = Z 2kr,
k=1

a) On pose pour tout réel t € [0,1] et pour tout n € N*
W, =2t(1 -6.+2%2?A1-t)? + 23631 - )3 + -+ 2"t"(1 — )"
1 2n+1tn+1(1 _ t)n+1
w—2t+1 1 2E-zt+1

Montrer que, W,, =

T
n+2

b) En déduire que pour tout entier naturel non nul on a : |Un +1-— g| <
c)yEn‘déduire lim U,,.
n—-+ow

Exereice 20

1
Soit la suite (U,,) définie sur N* par: U, = f (1 —x®)" dx.
0
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Pour tout x € [0,1] on pose f,(x) = x(1 — x?)"+1

(LS

1) Calculer U4 puis Vérifier que U, = % X
1

2) a) Justifier que pour tout entier naturel nonnulnona: U, — Uyyy = f
0

b) Calculer pour tout € [0,1], f',(x)

adui i 2n+2
c) En déduire que pour tout entier naturel nonnulnona: U,4= —ZZ+3 U,

d) Montrer, alors par récurrence que pour tout entier naturel non nulnona:

U 2 4 6 2n
=—X=X=X..X
" 357 2n+1

3) Soient les fonctions F,, et G,, définies sur R et pour entiernaturel non nul n par :

X

1-t>)" dt et G,(x)= J cos?™1tdt
0

sinx

Fo(x) = f

0
a) Calculer pour tout réel , F',(x) et G',,(x) et en déduire que pour tout réel x
Fp(x)/= Gy(x)

s

16

2
b) Montrer alors que : f cos’ tdt =——=

x2(1—x®)" dx

Kooli Mohamed HechmisteRe{o]o vzt http://mathematiques.kooli.me/

Page 11


http://mathematiques.kooli.me/

