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INTEGRALES 4ème Mathématiques 

 

Exercice 1                                                       

Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] par 𝒇(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬 𝒙.  

1)  a) Calculer ∀𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
]  ; 𝒇′(𝒙). 

     b) Justifier que 𝒇 réalise une bijection de [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] sur [𝟎 , 𝟏]. 

2)  Soit 𝒈 la fonction réciproque de 𝒇. 

     a) Justifier que 𝒈 est dérivable sur [𝟎 , 𝟏[ .        

     b) Montrer que ∀𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏[ : 𝒈′(𝒙) = −
𝟏

√𝟏−𝒙𝟐
  

3)  a) Calculer 𝒈 (
𝟏

𝟐
) et 𝒈 (

√𝟑

𝟐
). 

     𝐛) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∫
𝒅𝒙

√𝟏 − 𝒙𝟐

√𝟑
𝟐

𝟏
𝟐

=
𝝅

𝟔
 

Exercice 2 

Indiquer la bonne réponse 

1)  Soit 𝑰 = ∫ 𝟐𝒕𝒄𝒐𝒔𝟐𝟏

𝟎
(𝝅𝒕)𝒅𝒕   et   𝑱 = ∫ 𝟐𝒕

𝟏

𝟎
𝒔𝒊𝒏𝟐(𝝅𝒕)𝒅𝒕     alors 𝑰 + 𝑱 = 

     a) −𝟏                                     b) 𝟏                                      c) 𝝅  

2)  Soit 𝑲 = ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒅𝒙
𝝅

𝟎
           alors      𝑲 =  

     a) 𝟎                                        b) 
𝝅

𝟐
                                      c) 𝝅 

Exercice 3 

𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 𝐫é𝐞𝐥𝐥𝐞 (𝑰𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ, 𝐩𝐚𝐫 : 𝑰𝒏 = ∫ 𝒙𝟐𝒏+𝟏 𝐬𝐢𝐧(𝝅𝒙)
𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 

1)  Montrer que 𝑰𝟎 =
𝟏

𝝅
  

2)  a) Montrer que la suite (𝑰𝒏) est décroissante. 

      b) En déduire que la suite (𝑰𝒏) est convergente. 

      c) Montrer que tout 𝒏 ∈ ℕ on a :  𝟎 ≤ 𝑰𝒏 ≤
𝟏

𝟐𝒏+𝟐
 puis calculer 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝑰𝒏. 

3)  a) Montrer que tout 𝒏 ∈ ℕ on a :  𝑰𝒏+𝟏 =
𝟏

𝝅
−

(𝟐𝒏+𝟐)(𝟐𝒏+𝟑)

𝝅𝟐 𝑰𝒏  

      𝐛) 𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞𝐫 𝐚𝐥𝐨𝐫𝐬  𝑱 = ∫ (𝒙𝟑 − 𝟑𝒙) 𝐬𝐢𝐧(𝝅𝒙)
𝟏

𝟎

 𝒅𝒙  

Exercice 4 

Soit 𝒇 la fonction définie sur [−𝟐 , 𝟐] par 𝒇(𝒙) = √𝟒 − 𝒙𝟐 et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative. 

On se prose de calculer A  la mesure de l’aire de la partie du plan limitée par 𝑪𝒇 l’axe des abscisses et les 

droites d’équations : 𝒙 = −𝟏 et 𝒙 = 𝟏. 
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1)  a) Etudier la parité de 𝒇. 

     b) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en −𝟐 et à gauche en 𝟐. Interpréter les résultats 

graphiquement. 

     c) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ]−𝟐 , 𝟐[ et calculer 𝒇′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]−𝟐 , 𝟐[. 

    d) Dresser le tableau de variation de 𝒇 et tracer 𝑪𝒇. 

𝟐)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝑭 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 [−𝟐 , 𝟐] 𝐩𝐚𝐫 𝑭(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕)
𝐱

𝟎

 𝒅𝒕 

Soit 𝑮 la fonction définie sur [𝟎 , 𝝅] par : 𝑮(𝒙) = 𝑭(𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙). 

      a) Déterminer 𝑭(𝟎) 

      b) Montrer que 𝑮 est dérivable sur [𝟎 , 𝝅] et calculer 𝑮′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝝅]. 

      c) Calculer 𝑮 (
𝝅

𝟐
) et en déduire que ∀𝒙 ∈ [𝟎 , 𝝅] on a : 𝑮(𝒙) = −𝟐𝒙 + 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙) + 𝝅. 

3)  a) Calculer  𝑭 (𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝝅

𝟑
)  

     b) Calculer alors A. 

Exercice 5 

1)  Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 , 𝟏[ par 𝒇(𝒙) = √
𝒙

𝟏−𝒙
  et 𝑪𝒇 sa courbe représentative dans un repère 

orthonormé  (𝑶 , 𝒊 , 𝒋).  

     a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droit en 𝟎 et interpréter le résultat graphiquement. 

     b) Dresser le tableau de variation de 𝒇.   

     c) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏 définie sur ℝ+. 

     d) Vérifier que pour tout 𝒙 ∈ ℝ+, on a : 𝒇−𝟏(𝒙) =
𝒙𝟐

𝟏+𝒙𝟐 

     e) Construire 𝑪𝒇 et  𝑪′ la courbe représentative de 𝒇−𝟏. 

2)  Soit 𝑨 l’aire de la partie du plan limitée par la courbe 𝑪𝒇 et les droites d’équations  

𝐱 = 𝟎  𝐞𝐭  𝐲 = 𝟏   𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝑨 = ∫
𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 

𝟑)  𝐎𝐧 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐢𝐝è𝐫𝐞 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑼𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑼𝒏 = ∫
𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 𝒅𝒕 

     a) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est décroissante. En déduire que (𝑼𝒏) est convergente. 

     b) Montrer que pour tout ∈ ℕ , on a : 𝟎 ≤ 𝑼𝒏 ≤
𝟏

𝟐𝒏+𝟏
 et en déduire 𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞
𝑼𝒏. 

𝟒)  𝐎𝐧 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐢𝐝è𝐫𝐞 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑽𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑽𝒏 = ∑
(−𝟏)𝒌

𝟐𝒌 + 𝟏

𝒏

𝒌=𝟎

 

     a) Montrer que pour tout 𝒕 ∈ ⌈𝟎 , 𝟏⌉ et pour tout ∈ ℕ , on a : 
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𝟏 − 𝒕𝟐 + 𝒕𝟒 − 𝒕𝟔 + ⋯ + (−𝟏)𝒏𝒕𝟐𝒏 −
𝟏

𝟏+𝒕𝟐 = (−𝟏)𝒏 𝒕𝟐𝒏+𝟐

𝟏+𝒕𝟐      

     𝐛) 𝐄𝐧 𝐝é𝐝𝐮𝐢𝐫𝐞 𝐪𝐮𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒏 ∈ ℕ , 𝐨𝐧 𝐚 : 𝑽𝒏 − 𝑰 = (−𝟏)𝒏𝑼𝒏  𝐨ù  𝑰 = ∫
𝒅𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

 

    𝐜) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒏 ∈ ℕ ;  𝐨𝐧 𝐚 : |𝑽𝒏 − 𝑰| ≤
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
  𝐩𝐮𝐢𝐬 𝐝é𝐝𝐮𝐢𝐫𝐞  𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞
𝑽𝒏 

5)  Soit 𝝋 une fonction continue sur ℝ. 

𝐒𝐨𝐢𝐭 𝑭 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ]−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[  𝐩𝐚𝐫 𝑭(𝒙) = ∫

𝝋(𝒕)

𝟏 + 𝒕𝟐
 𝒅𝒕

𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟎

 

      a) Montrer 𝑭 est dérivable sur ]−
𝝅

𝟐
  

𝝅

𝟐
[ et que  𝐅′(𝐱) = 𝝋(𝐭𝐚𝐧 𝒙) 

      b) Déterminer 𝑭(𝒙) dans chacun des cas suivants 𝝋(𝒕) = 𝟏  et   𝝋(𝒕) = 𝒕𝟐 

      c) En déduire que 𝑰 =
𝝅

𝟒
  et déterminer la valeur exacte de 𝑨.  

Exercice 6       

𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 𝐫é𝐞𝐥𝐥𝐞 𝑼 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 𝑰𝑵∗ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑼𝒏 = ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒏

𝝅
𝟐

𝟎

𝒙 𝒅𝒙 

1)  a) Justifier l’existence de 𝑼𝒏 pour tout 𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗. 

     b) Montrer que  ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ , 𝑼𝒏 ≥ 𝟎 . 

     c) Montrer que la suite 𝑼 est décroissante. Que peut-on conclure ? 

     d) Vérifier que : 𝑼𝟏 = 𝟏 et que 𝑼𝟐 =
𝝅

𝟒
 .   

2)  a) A l’aide d’une intégration par parties montrer que :  

∀𝒏 ∈ ℕ∗;  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙 =
𝟏

𝒏 + 𝟏
𝑼𝒏+𝟐

𝝅
𝟐

𝟎

 

      b) En déduire ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ on a : 𝑼𝒏+𝟐 =
𝒏+𝟏

𝒏+𝟐
 𝑼𝒏. 

      c) Montrer que pour tout entier 𝒏 ≥ 𝟐 on a : 
𝒏

𝒏+𝟏
 𝑼𝒏 ≤ 𝑼𝒏+𝟏 ≤ 𝑼𝒏 

En déduire la limite de  
𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
 . 

3)  a) Montrer par récurrence que : pour tout  𝒏 ≥ 𝟐 on a :  𝒏𝑼𝒏 𝑼𝒏−𝟏 =
𝝅

𝟐
  

     b) En déduire la limite de la suite 𝑼. 

Exercice 7 

Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ+, par 𝒇(𝒙) =
𝟏+𝒙𝟐

𝟏+𝒙+𝒙𝟐 et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative. 

1)  a) Dresser le tableau de variation de 𝒇 et tracer 𝑪𝒇. 

     b) Justifier que pour tout 𝒕 ≥ 𝟎 on a :  
𝟐

𝟑
≤ 𝒇(𝒕) ≤ 𝟏 

𝟐)  𝐎𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞 𝑭(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕) 𝒅𝒕
𝒙

𝟎

 ,   ∀𝒙 ≥ 𝟎. 

      a) Etudier la dérivabilité de 𝑭 et en déduire que 𝑭 est strictement croissante sur ℝ.  
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      b) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ ℝ+ on a : 
𝟐

𝟑
𝒙 ≤ 𝑭(𝒙) ≤ 𝒙 et en déduire 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞
𝑭(𝒙). 

      c) Dresser le tableau de variation de 𝑭.     

 3)  Soit 𝑮 la fonction définie sur ℝ par : 𝑮(𝒙) = 𝑭(𝒙𝟐).   

      a) Montrer que 𝑮 est dérivable à droite en 𝟎. 

      b) Etudier les variations de 𝑮 sur ℝ. 

      c) Donner l’allure de la courbe de 𝑪𝑮 de 𝑮. 

Exercice 8 

On a représenté ci-dessous, dans un repère orthonormé (𝑶 𝒊 , 𝒋) les courbes (𝑪) et (Γ), représentative 

d’une fonction 𝒇 définie et dérivable sur ℝ et de sa fonction dérivée 𝒇′. 

 

 

 

 

 

 

 

 

1)  Reconnaitre la courbe représentative de 𝒇 et celle de 𝒇′. 

2)  Déterminer (𝟎) ,  𝒇′(𝟎), 𝒇( −𝟏) et 𝒇′(−𝟏).   

3)  Calculer l’aire 𝒜 de la partie du plan limitée par la courbe de 𝒇′ l’axe des abscisses et les droites 

d’équations 𝒙 =  −𝟏 et 𝒙 =  𝟎  

𝟒)  𝐒𝐨𝐢𝐭 (𝑼𝒏) 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 Ņ∗ 𝐩𝐚𝐫 𝑼𝒏 = ∫ 𝒙𝒏𝒇′(𝒙)
𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 

     𝐚) 𝐀 𝐥′𝐚𝐢𝐝𝐞 𝐝′𝐮𝐧𝐞𝐢𝐧𝐭é𝐠𝐫𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐩𝐚𝐫 𝐩𝐚𝐫𝐭𝐢𝐞𝐬 𝐦𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝑼𝟏 = 𝒇(𝟏) − ∫ 𝒇(𝒙)
𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 

     b) Montrer que (𝑼𝒏)  est décroissante  

     c) Montrer que  𝟎 ≤ 𝑼𝒏 ≤
𝟏

𝒏+𝟏
      pour tout 𝒏 ∈ Ņ∗ 

     d) Déduire que (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite. 

Exercice 9 

𝐀)  𝐎𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞 𝑭(𝒙) = ∫
𝒅𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝒙

𝟎

 

1)  Déterminer le domaine de définition de 𝑭. 

2)  Etudier la dérivabilité de 𝑭 et en déduire que 𝑭 est strictement croissante sur ℝ. 

3)  On pose 𝒈(𝒙) = 𝑭(𝐭𝐚𝐧 𝒙) ; ∀𝒙 ∈ ]−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[.  

      a) Calculer 𝒈(𝟎). 
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      b) Montrer que 𝒈 est dérivable sur ]−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[  et calculer 𝒈′(𝒙).  

      c) En déduire que ∀𝒙 ∈ ]−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[ ; 𝑭(𝐭𝐚𝐧 𝒙) = 𝒙. 

4)  a) Montrer que 𝑭 est la fonction réciproque de la fonction 𝒇(𝒙) = 𝐭𝐚𝐧 𝒙. 

      𝐛) 𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞𝐫 ∫
𝒅𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

𝟏

𝟎

  𝐞𝐭 ∫
𝒅𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

√𝟑

𝟎

  

     c) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→

𝝅

𝟐

−𝒇(𝒙).                  

B)  Soit (𝑼𝒏) la suite définie sur 𝑰𝑵∗ par : 𝑼𝒏 = 𝟏 −
𝟏

𝟑
+

𝟏

𝟓
+ ⋯ +

(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏+𝟏
  

1)  Montrer que pour tout réel 𝒙 : 𝟏 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟒 + ⋯ + (−𝟏)𝒏𝒙𝟐𝒏 −
𝟏

𝟏+𝒙𝟐 = (−𝟏)𝒏  
𝒙𝟐𝒏+𝟐

𝟏+𝒙𝟐   

𝟐) 𝐄𝐧 𝐝é𝐝𝐮𝐢𝐫𝐞 𝐪𝐮𝐞   𝑼𝒏 −
𝝅

𝟒
= (−𝟏)𝒏 ∫

𝒙𝟐𝒏+𝟐

𝟏 + 𝒙𝟐
 𝒅𝒙

𝟏

𝟎

  

3)  a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎  , 𝟏] et pour tout 𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ ; 
𝒙𝟐𝒏+𝟐

𝟏+𝒙𝟐 ≤ 𝒙𝟐𝒏+𝟐  

      b) En déduire que pour tout 𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ : |𝑼𝒏 −
𝝅

𝟒
| ≤

𝟏

𝟐𝒏+𝟑
 et déterminer 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝑼𝒏. 

Exercice 10 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ℝ+ par : 𝒇(𝒙) =
𝟐√𝒙

𝟏+𝒙
  et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative unité graphique 

𝟐 𝒄𝒎  

1)  a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en 𝟎 et interpréter le résultat graphiquement. 

     b) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

     c) Tracer 𝑪𝒇. 

𝟐)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝒈 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ 𝐩𝐚𝐫 ∶   𝒈(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕)

𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙

𝟎

 𝒅𝒕 

     a) Montrer que 𝒈 est dérivable sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ et que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 ,

𝝅

𝟐
[  

on a : 𝒈′(𝒙) = 𝟒𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 

     b) En déduire l’expression de 𝒈(𝒙). 

     c) Déterminer l’aire 𝑨 de la partie du plan limitée par 𝑪𝒇 l’axe (𝑶 , 𝒊 ) et les droites d’équations :  𝒙 =

𝟎 et 𝒙 = 𝟏 

𝟑)  𝐎𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒏 ∈ ℕ∗ , 𝑺𝒏 =
𝟐

√𝒏
∑ (

√𝒌

𝒏 + 𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

 

      𝐚) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒌 ∈ {𝟎, 𝟏 , 𝟐 … 𝒏 − 𝟏}𝐨𝐧 𝐚 ∶  

𝟏

𝒏
𝒇 (

𝒌

𝒏
) ≤ ∫ 𝒇(𝒕)

𝒌+𝟏
𝒏

𝒌
𝒏

 𝒅𝒕 ≤
𝟏

𝒏
𝒇 (

𝒌 + 𝟏

𝒏
) 

     b) En déduire pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗ on a : 𝑺𝒏 −
𝟏

𝒏
≤ 𝐀 ≤ 𝑺𝒏 

     b) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑺𝒏. 
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Exercice 11 

Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 , 𝟐] par : 𝒇(𝒙) = √𝒙(𝟐 − 𝒙) et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative. 

𝟏)  𝒂) Montrer que la droite ∆∶ 𝒙 = 𝟏 est axe de symétrie de 𝑪𝒇.  

      𝒃) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en 𝟎.     

      𝒄) Dresser le tableau de variation de 𝑪𝒇.   d) Construire 𝑪𝒇. 

𝟐)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝒇 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 [−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
]  𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑭(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕)

𝟏+𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟎

 𝒅𝒕 

      a) Justifier l’existence de 𝑭(𝒙). 

      b) Montrer que 𝑭 est dérivable sur [−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
] et calculer 𝑭′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ [−

𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
]. 

      c) Expliciter 𝑭(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ [−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
].  

3)  Calculer A l’aire de la partie du plan limitée par la courbe 𝑪𝒇 et l’axe des abscisses.  

4)  Soit 𝒈 la fonction définie sur [𝟎 , 𝟐] par : 𝒈(𝒙) = 𝒙√𝒙(𝟐 − 𝒙) et soit 𝑪𝒈 sa courbe représentative. On  

donne ci-contre le tableau de variation de 𝒈. 

      a) Etudier la position de 𝑪𝒇 et 𝑪𝒈.. 

      b) Construire 𝑪𝒈 dans le même repère que 𝑪𝒇.        𝒈(𝒙) 

      c) Calculer l’aire du domaine plan limitée par 𝑪𝒇 et 𝑪𝒈.           

Exercice 12 

Soit 𝒇 la fonction définie sur ]𝟎 , 𝟒[ par : 𝒇(𝒙) =
𝒙−𝟐

√𝟒𝒙−𝒙𝟐
  et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative.      

1)  a) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ]𝟎 , 𝟒[ et que ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟒[ on a : 𝒇′(𝒙) =
𝟒

(√𝟒𝒙−𝒙𝟐)
𝟑 

     b) Dresser le tableau de variations de 𝒇. 

     c) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ]𝟎 , 𝟒[ sur ℝ. 

3)  a) Montrer que le point 𝑨(𝟐 , 𝟎) est un centre de symétrie de 𝑪𝒇. 

     b) Ecrire une équation de la tangente 𝑻 à 𝑪𝒇 en 𝑨. 

4)  On suppose que le point 𝑰 d’abscisse  , (𝜶 ≃ 𝟑, 𝟗)  est l’unique point d’intersection de la courbe 𝑪𝒇 et 

la droite ∆∶ 𝒚 = 𝒙.   

     a)  Tracer 𝑪𝒇 et  𝑻. 

     b) Soit 𝒇−𝟏 la réciproque de 𝒇 et soit 𝑪𝒇−𝟏 sa courbe 

Tracer 𝑪𝒇−𝟏  dans le même repère (𝑶 𝒊 , 𝒋).  
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 5)  Calculer A la mesure de l’aire de la partie du plan limitée par les courbes 𝑪𝒇 et 𝑪𝒇−𝟏 et les droites 

d’équations 𝒙 = 𝟎  et  𝒙 = 𝜶.  

Exercice 13     

A)  Soit la fonction 𝒇 définie sur ℝ+ par : 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐+𝟐

𝒙𝟐+𝟏
 

1)  a) Dresser le tableau de variations de la fonction 𝒇 sur ℝ+ .  

      b) Tracer la courbe 𝑪𝒇 de 𝒇.          

      c) Montrer graphiquement que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙 admet une unique solution. 

2)  a) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏 définie sur ]𝟏 , 𝟐]. 

      b) Calculer 𝒇−𝟏(𝒙) en fonction de 𝒙. 

      c) Tracer 𝑪′ la courbe de 𝒇−𝟏. 

3)  Soit 𝐠 la fonction définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ par : 𝒈(𝒙) = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

      a) Montrer que 𝒈 admet une fonction réciproque 𝒈−𝟏 définie sur un intervalle 𝑱 que l’on précisera.  

      b) Calculer 𝒈−𝟏(𝟎) et 𝒈−𝟏(𝟏). 

      c) Montrer que  𝒈−𝟏 est dérivable sur [𝟎 , +∞[,calculer (𝒈−𝟏)′(𝒙) pour tout ∈ [𝟎 , +∞[.   

4)  Calculer l’aire A  du domaine plan limité par la courbe 𝑪𝒇 et les droites d’équations : 

 𝒙 = 𝟎   et    𝒙 = 𝟏. 

Exercice 14     

Soit 𝒉 une fonction définie sur [𝟎 , 𝟏] par 𝒉(𝒙) = √𝟏 − 𝒙𝟐 et soit 𝑪𝒉 sa courbe   

1)  Soit 𝑴(𝒙 , 𝒚) un point de 𝑪𝒉 avec 𝒚 = 𝒉(𝒙) 

      a) Montrer que 𝑶𝑴 = 𝟏 

      b) En déduire que 𝑪𝒉 est un arc du cercle de centre 𝑶 et de rayon 𝟏.  

      𝐜) 𝐒𝐨𝐢𝐭 𝑰 =  ∫ √𝟏 − 𝒙𝟐
𝟏

𝟎

𝒅𝒙   𝐦𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝑰 =
𝝅

𝟒
   

2)  Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 , 𝟏] par 𝒇(𝒙) = √𝟐𝒙 − 𝒙𝟐 et soit 𝑪𝒇 sa courbe       

      a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en 𝟎 

      b) Dresser le tableau de variations de 𝒇 et tracer 𝑪𝒇 ( unité graphique 𝟒 𝒄𝒎 ) 

3)  a) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque que l’on note 𝒈 définie sur [𝟎 , 𝟏]  

     b) Tracer 𝑪𝒇 et 𝑪𝒈 la courbe représentative de 𝒈 

     d) Montrer que ∀∈ [𝟎 , 𝟏] , 𝒈(𝒙) = 𝟏 − √𝟏 − 𝒙𝟐  

4)  Soit 𝑨 l’aire de la partie du plan limitée par 𝑪𝒇 et 𝑪𝒈  

et les droites d’équations 𝒙 = 𝟎   et  𝒙 = 𝟏    

𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞𝐫 𝑨 𝐩𝐮𝐢𝐬 𝐝é𝐭𝐞𝐫𝐦𝐢𝐧𝐞𝐫 ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

𝟓)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞  𝑰𝒏 = ∫ 𝒕𝒏√𝟏 − 𝒕𝟐𝒅𝒕
𝟏

𝟎

   ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵 
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      a) A l’aide d’une intégration par partie montrer que  𝑰𝒏+𝟏 =
𝒏

𝒏+𝟑
𝑰𝒏−𝟏 

       𝐛) 𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞𝐫 𝑰𝟎   𝐞𝐭 𝐜𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞𝐫 ∫ 𝒕𝟐√𝟏 − 𝒕𝟐𝒅𝒕
𝟏

𝟎

      𝒆𝒕    ∫ (𝟏 − 𝒕𝟐)√𝟏 − 𝒕𝟐𝒅𝒕
𝟏

𝟎

 

Exercice 15 

Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 , 𝟏[ par 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐

√𝟏−𝒙𝟐
 et soit  𝑪𝒇 sa courbe représentative dans un repère 

orthonormé  (𝑶 , 𝒊 , 𝒋)  

1)  a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏[ on a : 𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒙−𝒙𝟑

(√𝟏−𝒙𝟐)
𝟑 

      b) Dresser le tableau de variation de 𝒇.  

      c) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏 définie sur un intervalle 𝑱 que  

l’on déterminera. 

     d) Construire 𝑪𝒇 et 𝑪𝒇−𝟏 courbe de 𝒇−𝟏. 

2)  A l’aide d’une intégration par parties montrer que : 

∫ 𝒇(𝒙)

√𝟐
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 = −
𝟏

𝟐
+ ∫ √𝟏 − 𝒙𝟐

√𝟐
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 

𝟑)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝑭 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 [𝟎 ,
𝝅

𝟒
]  𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑭(𝒙) = ∫ √𝟏 − 𝒕𝟐

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟎

 𝒅𝒕 

      a) Montrer que 𝑭 est dérivable sur [𝟎 ,
𝝅

𝟒
] et calculer 𝑭′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 ,

𝝅

𝟒
]. 

      b) En déduire que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟒
] on a : 𝑭(𝒙) =

𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙) 

      𝐜) 𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞𝐫 𝐚𝐥𝐨𝐫𝐬 ∫ √𝟏 − 𝒙𝟐

√𝟐
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 

      𝐝) 𝐄𝐧 𝐝é𝐝𝐮𝐢𝐫𝐞 𝐪𝐮𝐞 ∫ 𝒇(𝒙)

√𝟐
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙 =
𝝅 − 𝟐

𝟖
 

4)  Calculer 𝑨 l’aire de la partie du plan limitée par 𝑪𝒇 et 𝑪𝒇−𝟏 et les droites d’équations  

𝒙 = 𝟎 et 𝒙 =
√𝟐

𝟐
                                                                                                                                                                                                                                                                                       

Exercice 16 

A)  Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ , par : 

𝑼𝟎 = ∫ 𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟐
𝒙)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙   𝐞𝐭   ∀𝒏 ∈ ℕ∗ ∶  𝑼𝒏 = ∫ 𝒙𝒏 𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟐
𝒙)

𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 

1)  a) Calculer  𝑼𝟎  et  𝑼𝟏 

     b) En utilisant deux intégrations par parties montrer que : ∀𝒏 ∈ ℕ ;      
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𝑼𝒏+𝟐 =
𝟐

𝝅
−

𝟒(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)

𝝅𝟐
𝑼𝒏 

     c) Calculer 𝑼𝟐  et  𝑼𝟑                

2)  a) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est décroissante. 

      b) Montrer que ∀𝒏 ≥ 𝟏  on a : 𝟎 ≤ 𝑼𝒏 ≤
𝟏

𝒏+𝟏
 

      c) Déterminer la limite de la suite (𝑼𝒏). 

𝐁)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑽𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 ∶ 𝑽𝒏 = ∫ 𝒙𝟒 𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟐
𝒙)

𝟏
𝒏

𝟎

 𝒅𝒙 

1)  a) Montrer que la suite (𝑽𝒏) est décroissante. 

     b) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ∗  on a : 𝟎 ≤ 𝑽𝒏 ≤
𝟏

𝟓𝒏𝟓 

     c) Déterminer alors la limite de la suite (𝑽𝒏). 

𝟐)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑾𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑾𝒏 = ∫ 𝒙𝟒 𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟐
𝒙)

(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏

(−𝟏)𝒏

𝒏

 𝒅𝒙 

     a) Exprimer  𝑾𝟐𝒏+𝟏  en fonction de  𝑽𝟐𝒏+𝟏  

     b) Exprimer  𝑾𝟐𝒏  en fonction de  𝑽𝟐𝒏 

     c) Déterminer alors la limite de la suite (𝑾𝒏). 

Exercice 17 

Soit 𝒇 la fonction définie sur 𝑰𝑹+
∗

 par : 𝒇(𝒙) = −𝟏 +
𝒙+𝟏

√𝒙𝟐+𝟐𝒙
 

1)  a) Dresser le tableau de variation de 𝒇 

     b) En déduire le signe de 𝒇(𝒙) pour tout réel 𝒙  strictement positif. 

2)  Soit 𝒉 la fonction définie sur ℝ+ par  𝒉(𝒙) = √𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝒙 + 𝟏 et soit 𝑮  la fonction  

𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℝ+ 𝐩𝐚𝐫 𝑮(𝒙) = ∫ 𝒕 𝒉(𝒕)𝒅𝒕
𝒙

𝟎

 

      a) Etudier la dérivabilité de 𝒉 à droite en 𝟎.  

      b) Dresser le tableau de variation de 𝒉. 

3)  Montrer que 𝑮 est dérivable sur ℝ+ et calculer 𝑮′(𝒙). 

      a) Montrer que pour tout réel 𝒙 positif  on a : 𝑮(𝒙) ≥
𝟏

𝟐
𝒙𝟐  

      b) En déduire : 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝑮(𝒙)   et   𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝑮(𝒙)

𝒙
  

      e) Dresser le tableau de variation de 𝑮 et donner l’allure de la courbe 𝑪𝑮 de 𝑮.  

Exercice 18 

Soit la fonction 𝒇 définie par : 𝒇(𝒙) =
𝒙

√𝟏−𝒙𝟒
 et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative  

( unité graphique 𝟐 𝒄𝒎 ) 

𝐎𝐧 𝐝𝐨𝐧𝐧𝐞 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝑭 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 [𝟎 ,
𝝅

𝟐
]  𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑭(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕

√𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟎
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1)  a) Déterminer le domaine de définition de 𝒇.  

     b) Montrer que 𝑭 est dérivable sur ]𝟎 ,
𝝅

𝟐
[  et calculer 𝑭′(𝒙).    

     c) En déduire que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
]   on a : 𝑭(𝒙) =

𝒙

𝟐
   

2)  Calculer alors A la mesure de l’aire de la partie du plan limitée par la courbe 𝑪𝒇 et les droites 

d’équations 𝒙 = 𝟎 et 𝒙 =
√𝟐

𝟐
     

Exercice 19 

1)  a) Dresser le tableau de variation de la fonction 𝝋 définie sur [𝟎 , 𝟏] par : 𝝋(𝒕) = 𝒕(𝟏 − 𝒕). 

     b) En déduire que pour tout réel 𝒕 ∈ [𝟎 , 𝟏] on a :  𝟎 ≤ 𝝋(𝒕) ≤
𝟏

𝟒
 

𝟐)  𝐎𝐧 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐢𝐝è𝐫𝐞 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝑭 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℝ 𝐩𝐚𝐫 : 𝑭(𝒙) = ∫
𝒅𝒕

𝟐𝒕𝟐 − 𝟐𝒕 + 𝟏

𝒙

𝟎

 

Soit la fonction 𝑮 définie sur ]−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[ par : 𝑮(𝒙) = 𝑭 (

𝟏−𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟐
). 

     a) Vérifier que la fonction 𝑭 est bien définie sur ℝ, dérivable sur ℝ, et déterminer sa fonction dérivée. 

     b) Vérifier que  𝑮 (−
𝝅

𝟒
) = 𝑭(𝟏).  

     c) Calculer 𝑮 (
𝝅

𝟒
). 

3)  a) Déterminer 𝑮′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[. 

     b) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ ]−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[, on a : 𝑮(𝒙) = −𝒙 + 𝑭(𝟏) −

𝝅

𝟒
 

     𝐜) 𝐄𝐧 𝐝é𝐝𝐮𝐢𝐫𝐞 𝐪𝐮𝐞 ∫
𝒅𝒕

𝟐𝒕𝟐 − 𝟐𝒕 + 𝟏

𝟏

𝟎

=
𝝅

𝟐
 

4)  On considère la suite (𝑰𝒏) définie sur ℕ∗ par 𝑰𝟎 = 𝟏  et pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗, on a: 𝑰𝒏 = ∫ 𝒕𝒏(𝟏 − 𝒕)𝒏𝟏

𝟎
 𝒅𝒕 

     a) Calculer 𝑰𝟏 

     b) Montrer que pour tout entier naturel 𝒏 on a :  𝟎 ≤ 𝑰𝒏 ≤
𝟏

𝟒𝒏  c) En déduire 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑰𝒏 

𝟓)  𝐎𝐧 𝐜𝐨𝐬𝐢𝐝è𝐫𝐞 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑼𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ 𝐩𝐚𝐫 : 𝑼𝒏 = ∑ 𝟐𝒌𝑰𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

 

     a) On pose pour tout réel  𝒕 ∈ [𝟎 , 𝟏] et pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗  

𝑾𝒏 = 𝟐𝒕(𝟏 − 𝒕) + 𝟐𝟐𝒕𝟐(𝟏 − 𝒕)𝟐 + 𝟐𝟑𝒕𝟑(𝟏 − 𝒕)𝟑 + ⋯ + 𝟐𝒏𝒕𝒏(𝟏 − 𝒕)𝒏 

𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞   𝑾𝒏 =
𝟏

𝟐𝒕𝟐 − 𝟐𝒕 + 𝟏
− 𝟏 −

𝟐𝒏+𝟏𝒕𝒏+𝟏(𝟏 − 𝒕)𝒏+𝟏

𝟐𝒕𝟐 − 𝟐𝒕 + 𝟏
 

     b) En déduire que pour tout entier naturel non nul on a : |𝑼𝒏 + 𝟏 −
𝝅

𝟐
| ≤

𝝅

𝟐𝒏+𝟐    

     c) En déduire 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑼𝒏. 

Exercice 20 

𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑼𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑼𝒏 = ∫ (𝟏 − 𝒙𝟐)𝒏
𝟏

𝟎
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Pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏] on pose 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙(𝟏 − 𝒙𝟐)𝒏+𝟏 

1)  Calculer 𝑼𝟏 puis vérifier que  𝑼𝟐 =
𝟐

𝟑
×

𝟒

𝟓
  

𝟐)  𝐚) 𝐉𝐮𝐬𝐭𝐢𝐟𝐢𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝐞𝐧𝐭𝐢𝐞𝐫 𝐧𝐚𝐭𝐮𝐫𝐞𝐥 𝐧𝐨𝐧 𝐧𝐮𝐥 𝒏 𝐨𝐧 𝐚 ∶ 𝑼𝒏 − 𝑼𝒏+𝟏 = ∫ 𝒙𝟐(𝟏 − 𝒙𝟐)𝒏
𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 

     b) Calculer pour tout ∈ [𝟎 , 𝟏] ,  𝒇′𝒏(𝒙) 

     c) En déduire que pour tout entier naturel non nul 𝒏 on a : 𝑼𝒏+𝟏 =
𝟐𝒏+𝟐

𝟐𝒏+𝟑
𝑼𝒏 

     d) Montrer, alors par récurrence que pour tout entier naturel non nul 𝒏 on a :  

𝑼𝒏 =
𝟐

𝟑
×

𝟒

𝟓
×

𝟔

𝟕
× … ×

𝟐𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
 

3)  Soient les fonctions 𝑭𝒏 et 𝑮𝒏 définies sur ℝ et pour entier naturel non nul 𝒏 par : 

𝑭𝒏(𝒙) = ∫ (𝟏 − 𝒕𝟐)𝒏
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟎

 𝒅𝒕   𝐞𝐭   𝑮𝒏(𝒙) = ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒏+𝟏 𝒕
𝒙

𝟎

𝒅𝒕   

a) Calculer pour tout réel  , 𝑭′𝒏(𝒙) et 𝑮′𝒏(𝒙) et en déduire que pour tout réel 𝒙  

𝑭𝒏(𝒙) = 𝑮𝒏(𝒙) 

 

     𝐛) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐚𝐥𝐨𝐫𝐬 𝐪𝐮𝐞 ∶  ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟕 𝒕

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 =
𝟏𝟔

𝟑𝟓
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