GEOMETRIE DANS L’ESPACE  4¢me Sc Expérimentales

Dans tous les exercices I’espace est rapporté a un repere orthonormé (0 0,7, E)
Exercice 1
On considére les points : A(1,0,1),B(2,0,0)etC(0,2,—-1).
1) a) Montrer que 4, B, et C ne sont pas alignes.
b) Calculer I’aire du triangle ABC
2) a) Soit le point D(—1,—-3,—1). Montrer que A, B, C et D ne sont/pas coplanaires.
b) Montrer que les droites (AB) et (AD) sont perpendiculaires.
b) Calculer la distance du point D a la droite (AB)
c) Calculer le volume du tétraedre ABCD
Exercice 2
On considére les points : A(2,0,1),B(0,2,1)etC(1,2,0).
1) a) Déterminer les composantes du vecteur ABAAC
b) En déduire que les points A, B et C ne sont pas-alignés
2) Calculer I’aire du triangle ABC
3) Soit M(x,y,z) montrer que si M, A, B et*C_sont coplanaires si et seulementsix+y+z—-3 =0
Exercice 3
La figure ci-contre est celle d’un cube ABEDEFGH d’aréte 1

1) AB.AC est égale a : }e_v H

a) 2 b) 1 ¢)v2 E :
2) ABAAC est égale a : A ___________ B
a) AF b) EA4 ¢) Z4E "y £
Exercice 4
La figure ci- contre est/Celle d’un cube ABCDEFGH d’aréte 1
On munit I’espace du.repére orthonormé direct (A , AB , AD , A—E:) 2}
1) AC. BH est égalea.: E; i
a) 0 b) V2 c) V2 F G
2) Une équation du plan (ECG) est : iA____ oY%
Ax+y—2=0 b)x+y—-1=0 Cx—y= i
4 c

3) On désigne par I le milieu du segment [EG].
Soit(S™la sphere de centre I et passant par F. Alorson a:
a) Le plan (BEG) est tangent & la sphere S.
b) L’intersection de la sphére S et le plan (BEG) est le cercle de diamétre [EG].

c¢) L’intersection de la sphere S et le plan (BEG) est le cercle circonscrit au triangle EGH.
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Exercice 5
On considére les points : A(3,2,4),(0,3,5),C(3,1,0) etD(6,0,—1)
1) a) Montrer que les points A, B et D ne sont pas alignés
b) Calculer I’aire du triangle ABD
2) Montrer que ABCD est un parallélogramme et calculer son aire

x+3y+3=0
3) Soit M(x,y,z) montrer que si M € (AB) si et seulement si{x + 3z =15 =0
y—=z+¥2=0

Exercice 6
On considére les pointsA(1,0,0), B(1,-1,1) et C(-2,0,1)
1) a) On pose U=ABAAC
a) Calculer les coordonnées du vecteur U
b) Donner une équation cartésienne du plan P = (ABC)
c¢) Calculer I’aire du triangle ABC
2) Soit le point G(x, vV, z) tel que 2GA - 2GB+.GC=0

a) Déterminer les coordonnées du point G

b) On pose : A={M(X,y,2) tel que : 20MA MA —20M A MB+OMAMC =0 }
Montrer que A est une droite que 1’on caractérisera
3) Soit leplan Q:y-z+2=0

a) Montrer que P et Q sont perpendiculaires

b) Soit A"=P nQ . Donner une représentation paramétrique de A’

Exercice 7
Dans la figure ci-contre ABCDEEGH est un parallélépipéde tel que AB = 2,AD = AE = 1.

On désigne par I le milieu.de\AB] E H
On munit I’espace du repére orthonormé (A, Al, AD, AE) . :
1) Le vecteur AF A AE.est égal & :
WA D
a) 24D b) —24D c) DA 7
F -
2) L’intersection des plans d’équations y = 1 etz = 1 est la droite I/ G
/

a). (FG) b) (DG) ¢) (GH) J/
3) Une équation du plan (AHG) est BlZ C

a y—z=0 b) y+z=0 C) y+z—-2=0
Exercice 8
On considere lesplans P: 5x —y+2z—5=0etQ:=5x+y—224+4=0
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1) Montrer que P et Q sont paralleles
2) On consideére les points A(L,2,1), B(,0,0),C(0,—1,2)etD(0,1,3)

a) Veérifier que A, B et C appartiennent a P

b) Montrer que ABCD est un parallélogramme et en déduire que D € P

c) Calculer AB.AD et en déduire que ABCD est un rectangle
3) Soient A’, B’, C’ et D’ les projetés orthogonaux respectivement de A, B, C;et D sur Q
a) Déterminer les coordonnées de A’, B, C’ et D’
b) Montrer que ABCDA’B’C’D’ est un parallélépipédique
c) Calculer le volume de ABCDA’'B’C’D’

Exercice 9
x=2+a x=4+3p

On considére lesdroites: D: {y=1+2a a€R e D:{y=3+p PBLER
z=1—-«a z=3+4+2p

1) Montrer que les droites D et D' ne sont pas coplanaires,
2) a) Le point A(4,—7,5) appartient-il & la droite D=2
b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan P passant par le point A et contenant la droite D
est:y+2z—-3=0
3) a) Déterminer le réel m pour que le vectéur i,, = 7 + J + mk soit un vecteur du plan P.
b) Déterminer la position relative de la.droite A= D(A,7+ j + k) avec le plan p.
4) Déterminer D’'n P.
5) Soit les plans Pj:x —4y +7 =0%€t P,: x—2z+5=0.
a) Vérifier que P; et P, sont sécants.
b) Trouver une représentationparamétrique de leur droite D, d’intersection.
Exercice 10
On considere les points A(t,—2,-1), B(3,-3,—-2) et C(0,-3,1)
1) a) Donner une représentation parametrique de la droite (AB)
b) Donner un systeme d’équations cartésiennes de la droite (AB)
2) a) Montrer que-les‘points 4, B et C forment un plan P
b) Donner une représentation paramétrique de P
c¢) Donner une équation cartésienne de P

3) Donner tne équation cartésienne du plan Q parallele a P et passant par D(1,1,1)
4) Soitdeplan P":—x+2y—2z+4=0. Montrer que P et P' sont sécants et donner une représentation

paramétrique de leur droite d’intersection
Exercice 11
Oneconsidére les points A(L,2,2), B(3,2,1) et C(1,3,3)

1) a) Montrer que les points A, B, et C ne sont pas alignés
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b) Donner un vecteur normal au plan P contenant les points A, B et C

c) En déduire une équation cartésienne du plan P

d) Déterminer une représentation paramétriques de la droite D passant par le/point A et perpendiculaire a P

2) On considere les plans P, : x—2y+2z—-1=0 et P,:x—-3y+2z+2=0

a) Montrer que les plans P, et P, sont sécants

b) Soit A la droite d’intersection des plans P, et P, ; Montrer que le-paint’ C appartient a la droite A et que

le vecteur U = 2i —k est un vecteur directeur de A
3) Calculer la distance du point A a la droite A
4) On désigne par Q le plan perpendiculaire a la droite A et passantpar le point A

a) Déterminer une équation cartésienne du plan Q
. 7,14 .y .
b) Montrer que le point H(E , 3,;) est le projeté orthogonal du point A sur A

c) Retrouver la distance du point A a la droite A
Exercice 12
On considere lesplansP:x—z=0 et Q:x-y+2=1=0
1) a) Montrer que P et Q sont perpendiculairés
b) On désigne par D =P nQ donner unereprésentation paramétrique de D
X=1+a
2) Soit A la droite dont une représentation-paramétrique est: A:<y =2 ; (o€ IR)
z=1-a
a) Montrer que la droite A est perpendiculaire au plan P et déterminer les coordonnées du point A
intersection de A et P
b) Soit H le projeté orthogonalde A sur Q. Montrer que la droite (AH) est incluse dans P
3) Soit M un point quelconque'de A et soit M’ le projeté orthogonal de M sur le plan Q
a) Montrer que les plans (AMH) et (MM’H) sont paralleles
b) En déduire que Jes'points A, H, M et M’ sont coplanaires
4) a) Montrer que §i/M = A, le quadrilatére AMM’H est un rectangle
b) Déterminér les coordonnées des points M pour que AMM’H soit un carré
c) Déterminper_les coordonnées des points M pour que d(M,D) =5
Exercice 13
On considere les plansP :2x -y +2z2-5=0 et Q:2x+2y—-z-4=0 Soit A(L,2,-1)
1) Montrer que les plans Pet Q sont perpendiculaires
2) ,a).Veérifierque A¢P etqueA¢Q
b).Calculer la distance du point A a chacun des plans P et Q
c) en déduire la distance du point A a la droite D intersection des plans P et Q

3) a) Déterminer un systeéme d’équations paramétriques de la droite D
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b) Déterminer par ses coordonnées, le point M de la droite D pour lequel la distance AM est minimale

Exercice 14
On considére les points A(L,2,—1) et B(2,1,)
1) Déterminer une équation cartésienne du plan Q passant par A et perpendiculaire a la droite (AB)
2) Soit P, le plan d’équation: X +Yy+m—3=0 ou m est un parametre réel
a) Montrer que la droite (AB) est parallele au plan P,
b) Pour quelle valeur de m la droite (AB) est incluse dans le plan P,
c) Montrer que le plan P_ est perpendiculaire au plan Q
3) Soit B’ le projeté orthogonal de B sur P, et A’ le projeté orthogonal de A sur P

Déterminer les valeurs de m pour que ABB’A’ soit un carré
Exercice 15
Soit S I’ensemble des points M(x,y,z) de & tel que X3 +y* +2> —2x+2z+1=0
1) Montrer que S est une sphere dont on déterminéra-le centre et le rayon
2) Soit le plan P:x+z—-1=0.Montrer que Pet S'sont sécants suivant un cercle (C) dont on déterminera le
centre et le rayon
3) Soit le point A(2,0,-1)
a) Verifier que AeS
b) Donner une équation cartésienne du plan Q tangenta S en A
c) Montrer que P et Q sont sécants et’donner une représentation paramétrique de leur droite d’intersection

Exercice 16
Soit S ’ensemble des points M(X,y ,2) de & tel que x* +y* +2z° —2x—-3=0 et le point B(0,-1,1)
1) Montrer que S est une sphere de centre A(1,0,0) et de rayon 2
2) a) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB)
b) Déterminer une@quation cartésienne du plan P perpendiculaire a (AB) en B
3) Montrer que I’intersection de S et P est un cercle (C) dont on précisera le centre et le rayon
4) Soit mun réel. Soit leplan P, :mx +my —z+2=0
a) Etudier suivant les valeurs de m la position relative de S et P,

b) Montrer que le plan P, est tangent a la sphére S et déterminer les coordonnées du point de contacte C

Exercicel7

On donne le point I(-1,3,0)et lesplans P, : 2x-y+z+5=0 et P,:x—-2z+1=0
1)*a) Montrer que les plans P, et P, sont perpendiculaires

b) Montrer que la droite D =P, P, passe | et dont un vecteur directeur est U=2i +5] +k
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c) Montrer que le plan P, perpendiculaire a D et passant par le point A(2,0,-1), a pour équation
cartésienne : 2x +5y+z-3=0

2) a) Déterminer par ces coordonnées le point H communa D et P
b) Calculer de deux manieres la distance d(A;D)
3) Soit S= {M(x,y,z) tel que x* +y® +2° +2x -6y -6=0 |}
a) Montrer que S est une sphere de centre le point | et dont on déterminera,le rayon R
b) Montrer que SN P est un cercle (C) dont on précisera le centre/etile,rayon
c) Déterminer par leurs coordonnées les points communs & S et D
4) Déterminer par leurs équations cartésiennes les plans parallélesa P et tangents a S
Exercice 18
On considere les points AA(—1,1,3),B(2,1,0)etC(2,-1,2)
1) a) Montrer que les ponts AA , B et C ne sont pas alignés.
b) On note P le plan (ABC).
Montrer qu’une équation cartésienne de P est : x + y'+Zz —3 =0
2) a) Soit Q le plan médiateur du segment [AB].
Montrer qu’une équation cartésienne de Q est *x <z +1 =0
b) On note D la droite d’intersection de P €t @. Trouver une équation cartésienne de D
3) Soit S = {M(x,y,z) € E tel que MB? +MB.BC = 0}
a) Vérifier que M(x,y ,z) € S © MB.MC =0
b) En déduire que S est une sphére’de centre 1(2,0,1) etde rayon R = /2
c) Montrer que le plan Q est tangent a S en un point H dont on déterminera les coordonnées
4) Soit m un réel, on donne :
Sm ={M(x,y,z€Etel que x? + y%2 + z2 — 2mx — 2my — 2(m + 3)z + 5m — 10 = 0}
a) Montrer que S,,, est'une.sphere de centre ,,(m ,m, m + 3) et dont on déterminera le rayon R,,
b) Que décrit le point'®,,, lorsque m décrit R
c) Discuter selon.mla position relative de S,,, et P.

Exercice 19
On donne les paints A(-3,0,0) ,B(-1,-1,0) ,C(-1,0,1) .

1) a) Déterminer les composantes du vecteur AB AAC .
b) En déduire que les points A,B et C déterminent un plan (P).
c) Denner une équation cartésienne du plan (P).

d)-V¢érifier que I’aire du triangle ABC est égale a 32.

X=-4+2t
2)~.0n désigne par A la droite dont une représentation paramétrique est : A:<y=-2+4t telR
z2=2-4
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a) Montrer que A est perpendiculaire au plan (P) en A.

b) Montrer que le point E(-2,2,-2) appartient aA .

c) Calculer le volume du tétraédre EABC.
3) Soit (S) ={M (x,y,z) tels que X* + y* +2° +4x—4y +4z—-2=0}.

a) Montrer que (S ) est une sphere de centre E dont on précisera le rayon R.

b) Vérifier que B et C sont deux points de (S) .

c) Justifier que le plan (P) coupe la sphére suivant un cercle (r) dopt.on-donnera le centre et le rayon r.
4) Déterminer une équation cartésienne du plan (Q) tangent a la sphére«(S ) en B.

Exercice 20

On désigne par S I’ensemble des points M (X, Y, 2) tels que X° #y* +z> —4y—-5=0
1) Montrer que S est une sphere de centre Q(0, 2,0) et de rayon 3

2) Soit P le plan dont une équation cartésienne est :2x —2y+z—-2=0

Déterminer la position relative de S et P. Caractériser Sm P

3) Soit le plan P, dont une équation cartésienne est«, 2mx + (1-2m)y +mz +1-2m=0

X=A
a) Soit A dont une représentation parametrique est:qy=-1 ;A e€lIR
z=-2\

Verifier que la droite Aest incluse dans P
b) Calculer la distance d(€2,P,,) du point Q au plan P
d) Determiner m pour que le plan_P./Soit tangent a la sphére S. Préciser les coordonnées du point de contacte
Exercice 21
On considére les pointsA(1,1;=2), B(,2,-2) et C(0,1,1)
1) Montrer que les points+A, B.et C définissent un plan P
2) a) Montrer que AB AAC=3i+k
b) En déduire qu’uneéquation cartésienne du plan P est 3x+z—-1=0
3) Soit Q le plan perpendiculaire a (AC) passant par A

a) Donner une équation cartésienne de Q

b) Montrer.que P et Q sont perpendiculaires suivant (AB)
4) Soit S_("ensemble des points M (X, Y, 2) tels que: X* +y* +2> —2x—2my +4z+4=0 (melIR)
a) Montrer que pour tout réel m, S est une sphere dont on precisera le centre | _ et le rayon R,

b) Montrer que I’ensemble des points |, lorsque m varie dans IR , est la droite (AB)
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