Fonctions réciproques  4°™ Sc Expérimentales G
Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,1,j).
Exercice 1
Pour chaque question indiquer la réponse exacte.

1) Soit f(x) = /x_iz la bijection de ]2, +oo[ sur ]1, +oo[

_2y2
y2-1

o) (FH® =

—Zyz
1-y2

2
a) (fH) =1 b) () =2
2) Lacourbe (C) ci-dessous repréesente une fonction f définie sur R

y |

a) (f1)(2) = -2 b)eeDi2) = -2 o (FY(2) =2

2

Exercice 2
Le graphique ci-contre est celui d’une fonction f

définie, continue et dérivable sur [—2.,4]: L

T, est la demi-tangente au point d’abscisse 1. 7777 T . i A

T, est la tangente au point de caordonnées (2 ,—1).
T; est la tangente au point de.coordonnées (4, —2).
1) Répondre par VRAI ou'FAUX en justifiant

a)f(-2)=-2; f 4=2; f2)=0

b) La fonction f réalise’'une bijection de [—2 ,4] sur Pintervalle [—2, 3].

__________________________________________________

2) Justifier que la fonction réciproque f~1 de f n’est pas dérivable au point —1.
3) Calculer (f~1)"4(3) et (f‘l)’g(—Z).

4) Tracer la courbe €’ de la fonction f~1,

Exercice 3
a2
Soit f dafonction définie sur [0, +oo[ par : f(x) = :2:1 et soit C; sa courbe représentative.
1) Moentrer que f est dérivable sur [0, +oo[ et que Vx € [0, +oo ; f'(x) = (‘2101")2
x2+

2)¥Dresser le tableau de variation de f sur [0, +oo[ et préciser le nombre dérivé de f a droite en 0.
3).Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur |—1,4].

4) Soit g la réciproque de f.

[OIRVCEINE g Eeglgl] 58 300 174 http://mathematigues.kooli.me/ Page 1



http://mathematiques.kooli.me/

a) Donner le tableau de variation de g
b) Calculer g(0) et g'(0).
c) Montrer que g est dérivable sur ]—1,4[ on précisera la dérivabilité de g a gauche en 4
d) Expliciter g(x) pour tout x € |1, 4].
Exercice 4
1) Soit la fonction f définie sur ]—4 , +oo[ par f(x) = Z—T’ soit Cr.sa-courbe représentative

a) Calculer lingj (x) et 1ir+n f(x). Interpréter les résultats'graphiquement.
X—>— X—+00

b) Dresser le tableau de variation de f

2) a) Montrer que f admet une fonction réciproquef—1 définie sur un intervalle J que I’on précisera.

b) Calculer f~1 (—%) et (f°1) (—i)
c) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
3) a) Etudier la position relative de Cy et ladroite’A: y = x
b) Tracer Cy; C,-1 et A
4) Soit la suite (U,) définiesur Npar Uy = =L et U, = f(U,).
a) MontrerquevVneNona:-1<U;<1
b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

c¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

Up—1
Up+3

5) Soit la suite (V,,) définie sur N par -V, =

a) Montrer que (V,,) est une suite'géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

n—-+oo n—-+o

n
b) En déduire lim V, et lim ZVk
k=0

c) Exprimer U, en foniction‘de n et retrouver la limite de (U,,).

Exercice 5

Soit f la fonction définiessur [1, +oo[ par : f(x) = Va2 —1+x

1) a) Montrer que.f. est dérivable sur ]1, +oo
b) Montrer que.f n’est pas dérivable a droite en 1, interpréter le résultat graphiquement.
c) Dresser letableau de variation de f.

2) a) Montrer.gque f réalise une bijection de [1,4+oo[ sur [1,+oo[

. x2+1
b) Montrer que pour tout x € [1,+o[o0Ona: f( 2x ) =X

¢) En‘'déduire ’expression de f~1(x) pour tout x € [1,+oo[

-1

3)..a)Montrer que pour tout x € [1,4+o[ona: f(x) =

vaZ-1-x
2 _1=1 _r
b) Montrer que pour tout x € [1,+o[ona:Vvxz -1 5 (f(x) f(x))

¢) En déduire ’expression de f~1(x) pour tout x € [1,+oo[
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4) Expliciter f~1(x) pour tout x € [1,+oo[

Exercice 6

Soit f la fonction définie sur [0 ’2—’[ par : f(x) = Vtanx.

1) Etudier la dérivabilité de f en 0% et interpréter le résultat graphiquement.
2) Montrer que f est une bijection de [0 ’2—’[ sur [0, +oof .

3) Soit g la fonction réciproque de f.

2x
1+x2

Montrer que g est dérivable sur [0,+o[etque Vx € [0,+x[0nai g (x) =

4) Soit h la fonction définie sur 10, +oo[ par h(x) = g(x) ¥ g G)
a) Montrer que h est dérivable sur |0, +oo] et calculer. h’(x) pour tout x € |0, +oo.

b) En déduire que Vx € [0,+x[ona:g(x) + g G) = g
c) Montrer alors que Vx € R ona: g(vVxZ + 1— x) + g(Va2 + 1 + x) est une constante.
Exercice 7
Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par: f(xX) =x% — 1 + V% + x et soit Cy sa courbe
représentative.
1) Montrer que f est continue sur [0, +oof
2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite.en 0 et interpréter géomeétriquement le résultat obtenu
b) Montrer que f est dérivable surf]0’,+oo[ et calculer f'(x).
¢) En déduire que Vx € 10, +o[ ; f!(x) > 0.
3) a) Dresser le tableau de variation-de f
b) Montrer que f est une bijection de [0, +oo[ sur [—1, +oo].
4) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans [0, +co[ une unique solution a et que a € |0, 1]
5) Soit f~1 la réciproque:de-f.
a) Donner le sens devariation de f~1
b) Montrer que f~1.est continue et dérivable sur [—1 , +oo]

Exercice 8

Soit f la fonctien définie sur [1,+oo[ par f(x) = % et soit Cy sa courbe représentative dans un repere

orthonormé (01, j)
1) a) Dresserle tableau de variations de f.
b) Mentrer que f réalise une bijection de [1,+oo[ sur un intervalle J que I’on précisera.
c) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
d).Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution a dans [1,+oo[ et que a € |1, 2]

2) “Tracer Cy et C4-1 les courbes de f et f~1 tout en précisant la demi tangente a Cy

au point d’abscisse 0.
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3) Montrer que pour tout x € [1,2]ona: |[f'(x)| < %
UO = 1
Un+1 = f(Un)

a) Montrer pourvne Nona: 1<U, <2

4) Soit (U,,) la suite sur N par { vn e N

b) Montrerquevn e Nona: U, —al < %IU,I - al

1

n
Zﬁ) . En déduire que la suite (U,,) converge vers une

c) Montrerquevn e Nona: |U, —a| < (

limite que I’on précisera.
Exercice 9

. . P . _ 2 . . .
Soit f la fonction définie sur par : f(x) = —x + 7= etsoit Cy-sa courbe représentative.

1) Deéterminer le domaine de définition de f.
2) a) Calculer x]_i)IPOOf (x) et xl_§£1}+ fx)
b) Dresser le tableau de variation de f
3) a) Donner une équation cartésienne de la tangente T a la courbe C; au point d’abscisse 0.
b) Tracer CyetT
4) Montrer que I’équation f(x) = x admet‘dans ]—1,+oo[ une unique solution e etque1 < ¢ < 1,5
5) a) Montrer que f réalise une bijection'de\]—1, +oco[ sur un intervalle J] que ’on déterminera.
b) Montrer que f~1! est dérivable sut J
c) Calculer en fonction de a ; (f 9 ().
d) Tracer la courbe €’ de la foriction f~1.

Exercice 10

flx) = 2;:1 si x>0

Soit la fonction f définie sur R.par
fx)=—x+Vx2—x si x<0
1) a) Etudier la continuité de f en 0.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter le résultat graphiquement.
2) Calculer Jclilgof(x) et xlilgof(x). Interpréter le résultat graphiquement.

Y — -1
3) a) Montrerquevx > 0ona: f'(x) = a1
2x—-1

2V x2—x

b) Montregfique vx < 0Oona: f'(x) = -1+

c) Dresser le tableau de variation de f.

4) Soit g.la restriction de f a I’intervalle |—oo , 0[.
a).Montrer que g admet une fonction réciproque g1 définie sur un intervalle J que I’on déterminera.
b) ‘Expliciter g~1(x) pour tout x € J.

C) Tracer les courbes représentatives de g et g~1.
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Exercice 11

Soit la fonction f définie sur ]0, 1] par f(x) = 2+w/i_xz‘

et soit C sa courbe repréesentative.

1) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et interpréter le résultat graphiquement.
2) Montrer que f est dérivable sur ]0, 1[ et déterminer f’'(x) pour tout x €0, 1].
3) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Tracer C; (on prendra ||Z]| = [|j]l = 2 cm).
4) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie.sur'un intervalle J que I’on déterminera.
b) Montrer que f~1 est dérivable sur ]0, 2]
c) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
d) Tracer dans le méme repére C’ la courbe de f~1
Exercice 12

Soit f la fonction définie sur ]0 g] par f(x) = ﬁ et soit Cy sa courbe représentative.
1) Etudier les variations de f et construire Cy.
2) Montrer que f réalise une bijection de ]0 g] sur [1, +ool.

3) On désigne par h la fonction réciproque de_f.
a) Etudier la dérivabilité de h a droite eny1.
b) Montrer que h est dérivable sur 1,4 ool.
c) Expliciter h'(x) pour tout x € 4,4 o.

4) a) Calculer h(1), h(v'2) et h(2)

Exercice 13
Soit la fonction f définie sur0;1] par : f(x) = % E — 1 etsoit (€) sa courbe représentative.

1) a) Etudier la dérivabilite de f a gauche en 1 et interpréter le résultat graphiquement.

b) Montrer que f est dérivable sur ]0,1[ et pour tout x € ]0,1[ona: f'(x) = 1

c) Dresser le tableau de variation de f.
2) a) Montrer.gue“f réalise une bijection de ]0, 1] sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Montrer. f~admet une fonction réciproque f~'et déterminer son domaine de définition.

¢) Tracer.(€) et (C") courbe représentative de f~1.

3) Soit'g la.fonction définie sur [O g[ par : g(x) = f(cos?x). Soit (C,) sa courbe représentative.
a).Mantrer que pour tout x € [0 g[ ona:g(x) = %tan x.
b).Montrer que I’équation g(x) = x admet une unique solution a autre que 0 et que a € E g[

¢) Etudier la position relative de la droite A: y = x et la courbe (C,).

4) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J que ’on précisera.
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b) Calculer g1 (‘/2—3) et (g71)’ (‘/Z—g)

c) Montrer que g~ est dérivable sur J et que pour tout x € Jona: (g~ ¥'(x) = T

5) Soit la suite (U,,) définie sur N par U, = Vz—g etvneNona: U, = g NU,).

a) Montrer que pour toutn € Nona: ‘/Z—§ <U,<a

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.
c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

_ _ o T O (k1 Lk
6) Soit la suite §,, définie sur [O 'E[ par S, = Z g (—2——) -9 (E)
k=0

Montrer que lim S,, = =
n-+o 2

Exercice 14

On donne ci-dessous le tableau de variations d’unefonction f définie et continue sur |—1, +oo[. La

fonction f est dérivable sur |—1,0[ et |0, +oo[ etin’est pas dérivable en 0. On donne f(0) = 0

x -1 E 0 400
f'(x) - -
+o00
-1
1) Déterminer lim 4G
x-0t X

2) Montrer que f réalise une hijection de ]—1, +oco[ sur un intervalle J que I’on précisera.

3) Soit f~1 la fonction réciproque de f, prouver que f~1 est dérivable en 0.
4) Soit h la fonction définiesur ]—g ,O] par h(x) = f(sinx).
h(x)

Montrer que liIgl_T = 400 et interpréter le résultat graphiquement.
X—

5) a) Quel est le signe«de f'(sin x) pour x € ]—g ,O[justifier.

b) Dresser le tableau de variations de h sur ]—g , O].

6) On donne f(—i):zz_\/§ et f,(_i):_%ﬁ

a) Montrer que h réalise une bijection de ]—g ,O] sur [0, +oof.
b) Montrer que h~1 (22—\@) = —g et que (h~1)’ (?) =1.
Exereice 15
-2
1+V1-x
1) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

1..Soit f la fonction définie sur ]—co , 1] par : f(x) =
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ic)s
4/1-x

2) a) Montrer que pour tout x € ]—oo,1[ona: f'(x) =
b) Dresser le tableau de variation de .
c) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0.,7, 7).
3) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur [-2,0[
b) Etudier la dérivabilité de £~ a droite en —2.
c) Tracer la courbe représentative de f~1 dans le méme repére'‘orthonormé (0,7,)).
I1) Soit g la fonction définie sur [0 ’25] par g(x) = f(cos? x)

-2

1+sinx

1) Vérifier que pour tout x de [O g] ,gx) =

2) Montrer que g réalise une bijection de [0 g] sur [-2,—1

3) a) Montrer que g1 est dérivable sur [-2, —1].

b) Montrer que pour tout x € [-2,—1]ona: (g1)’ = 1
’ ) xy/—(x+1)
4) Pour toutn € N*, on pose U,, = (n + n?) [g_l (—2 + %) —g1 (—2 + n%l)]

a) Montrer que pour tout entier n € N* ;il existe un réel a,, € ]—2 + n%l ,—2 + %[ tel que
-1
a, -1+ a,)

b) En déduire la limite de la suite U.

u,=

Exercice 16

Soit f la fonction définie sur [0 g[ par : f(x) = +/tan x.

1) Etudier la dérivabilité de.f'en'0* et interpréter le résultat graphiquement.
2) Montrer que f est ung bijection de [0 g[ sur [0, +oof .

3) Soit g la fonction réciproque de f.

2x

Montrer que g est dérivable sur [0,+o[ et que Vx € [0,+x[ona: g'(x) = oy

4) Soit h la fonction définie sur ]0,+oo[ par h(x) = g(x) + g G)
a) Montrer.gue h est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer h'(x) pour tout x € |0, +oo[.
b) En déduire que Vx € [0,+x[ona: g(x)+ g G) = g

c) Montrer alors que Vx € R ona: g(vVaZ +1—x) + g(Vx2 + 1 + x) est une constante.

Exercicenl7

Soitla fonction : x » 1 + sin(nx) x € [—% , ﬂ

1)..d) Montrer que f réalise une bijection de [—% ) %] sur [0, 2].

oit f~* la fonction réciproque de f. Montrer que f~ est dérivable sur |0, 2].
b) Soit f~1 la foncti Ci de f. M 1 est dérivabl 10,2]
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¢) Etudier la dérivabilité de f~1 en 0.

d) Vérifier que : vx € 10,2[ (f1)'(x) = n;

2x—x2
2) Soit la fonction g définie sur ]0,2[ par:g(x) = f~1(2 — x) + f~1(x).
a) Montrer que g est dérivable sur ]0,2[.
b) Calculer g'(x) pour tout x de ]0,2[.
c) Calculer g(1). En déduire que : Vx € ]10,2[ona: f~1(2 — %) =—f1(x).

n

1 1
3) Soitla suite réelle U définie sur IN* par: Uy = — > £~ (14 ——)
) Soit la suite réelle éfinie sur par: U, "k_of +n+k

a) Montrer que vn € IN* ; Vk € {0,1,2,...,n}ona:
-1 1 -1 4 -1 1
f (1+2n)sf (1+n+k)sf (1+n)'
sdui : * -t g (204 ntl g (ntl
b) En déduire que : Vn € IN* on a: —f (Zn)SUnS — f (n)
c) En déduire que la suite U est convergente et déterminer sa limite.
Exercice 18

La courbe C; représentée ci-dessous et celle d’une-fonction f définie sur R.

1) Déterminer graphiquement les limites suivantes : -i-----4-----F----+---- 6 ----

lim £G); M £G 5 lim £ et WmfC) 4G

2) a) Déterminer graphiquement f',(0)~et f';(0).

_———— L
_————

e

b) Déterminer le domaine de derivabilité de f.

3) Dresser le tableau de variation.de/f sur R. ;

4) Soit g la restriction de f a Pintervalle [0, +ool.

_—————l oo
[
1
1

a) Montrer que g réalise.tine bijection de [0, +oo[

r-——-——")""jJ-"~"~"~"~""~"T7T-"~"=°--

Lo

sur un intervalle J que I’on"déterminera.

b) Construire la courbe;C -1 de gt

N

puis dresser le tableatrde variation de g~1.
c) Calculer g=*(2) puis (g~1)'(2).

RS VN [y RS UG Y I ]

P .

e) La fonctien g=! est-elle dérivable a droite en 1 ? Justifier votre réponse.

Exercice 19
2
Soit la fonction f définie sur [0,1] par: f(x) = i(l + sin (%))
1) a) Montrer que f est dérivable sur [0, 1].
S . ’ x?
b)\érifier que Vx € [0,1]ona: f'(x) = xcos (T)
c).Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Montrer que f réalise une bijection de [0, 1] sur % %]
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3)

4)

b) Montrer que la fonction £~ réciproque de f est dérivable sur E %[

¢) Etudier la dérivabilité de f~en — et =

-1(3 -1y (3
d) Calculer f (2”) et (f 7 1) (Zn)
Soit la fonction g définie sur [0,1] par g(x) = f(x) — x
a) Montrerquevx € ]10,1[ona:0< f'(x) <1
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans [0, 1] une unique.solution a
c) En déduire le signe de g(x) sur [0, 1].
Up=:a
Soit la suite réelle (U,,) définie par : { 072
vn €N 5 Un+1 =f(Un)
a) MontrerquevneNona:0<U, <«
b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.
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