Fonctions réciproques 4™ Sc Expérimentales

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,1,j).

Exercice 1
2
Soit f la fonction définie sur [0, +eo[ par : f(x) = 5 et soit C; sa courbe yeprésentative.
1) Montrer que f est dérivable sur [0, +o[ et que Vx € [0, + oo ; f/(X).= (-210:)2
x“+

2) Dresser le tableau de variation de f sur [0, +oo[ et préciser le nembre dérivé de f a droite en 0.

3) Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur |—1,4].
4) Soit g la réciproque de f.
a) Donner le tableau de variation de g
b) Calculer g(0) et g'(0).
c) Montrer que g est dérivable sur |—1,4[ on précisera la dérivabilité de g a gauche en 4
d) Expliciter g(x) pour tout x € |—1,4].
Exercice 2
1) Soit la fonction f définie sur ]—4 , +oo[ par f(x) = Zx’;—J’f soit C sa courbe représentative

a) Calculer linbf (x) et lirP f(x). Interpréter les résultats graphiquement.
X—— X+

b) Dresser le tableau de variation de f

2) a) Montrer que f admet une fonction réciproquef—1 définie sur un intervalle J que I’on précisera.

b) Calculer f-1 (—%) et (f°1) (—%)
c) Expliciter f~1(x) pour tout x’€/J.
3) a) Etudier la position relative'de Cy et ladroite A:y =x
b) Tracer Cy; C-1 et A
4) Soit la suite (U,) définie'sur Npar Uy =—1 et U, = f(U,).
a) Montrerque VvnENona:-1<U, <1
b) Montrer que lasuite (U,,) est croissante.

c¢) En déduire gue la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

Up-1
Up+3

5) Soit la suite«(V,,) définie sur N par : V,, =

a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

n—+oo n—-+o

n
b) Endéduire lim V, et Ilim ZVk
k=0

c).Exprimer U,, en fonction de n et retrouver la limite de (U,,).
Exercice 3
Seit f la fonction définie sur [0, +oo[ par: f(x) = x? — 1+ Vx2 + x et soit Cy sa courbe

représentative.
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1) Montrer que f est continue sur [0, +oo[
2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter géométriquement lecrésultat obtenu
b) Montrer que f est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer f'(x).
c¢) En déduire que vx € 10, +oo[ ; f'(x) > 0.
3) a) Dresser le tableau de variation de f
b) Montrer que f est une bijection de [0, +oo[ sur [—1, +oo].
4) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans [0, +oo[ une unigue/solution a et que a € ]0, 1]
5) Soit f~1 la réciproque de f.

a) Donner le sens de variation de f~1

b) Montrer que f~1 est continue et dérivable sur [—1 /oo[

Exercice 4
Le graphique ci-contre est celui d’une fonction f
définie, continue et dérivable sur [—2,4].

T, est la demi-tangente au point d’abscisse 1.

T, est la tangente au point de coordonnées (2 ,~1).
T; est la tangente au point de coordonnées.(4,—2).
1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant

) fy(-2)=-2; f,() =2 f@=0

b) La fonction f réalise une bijection-de [—2 , 4] sur P’intervalle [—2, 3].

___________________________________________________

2) Justifier que la fonction réciproque’f~1 de f n’est pas dérivable au point —1.
3) Calculer (f~1)’ ,(3) et (f‘l)’g(—Z).
4) Tracer la courbe €’ de la fenction 1.

Exercice 5

Soit f la fonction définig-sur{1,+oo[ par f(x) = % et soit Cy sa courbe représentative dans un repere

orthonormé (0,7,))
1) a) Dresser le tableau de variations de f.
b) Montrer que fréalise une bijection de [1, +oo[ sur un intervalle J que ’on précisera.
c) Explicitersf 1 (x) pour tout x € J.
d) Montrer.que I’équation f(x) = x admet une unique solution a dans [1,+oo[ et que a € |1, 2]

2) Tracer Cpet C,-1 les courbes de f et f~1 tout en précisant la demi tangente a Cs

au point d’abscisse 0.

1

3) Montrer que pour tout x € [1,2]ona: |[f'(x)| < oW

UO =
Un+1 = f(Un)
a) Montrerpourvne Nona: 1<U, <2

4), Soit (U,,) la suite sur N par { vn €N

Kooli Mohamed Hechmijstsglo[oxyz:! http://mathematigues.kooli.me/ Page 2



http://mathematiques.kooli.me/

b) Montrerquevn e Nona: U, —al < ﬁIUn —af

n
c) Montrerquevn e Nona: |U, —a| < (ﬁ) . En déduire que la suite, (U;,) converge vers une
limite que I’on précisera.

Exercice 6

. . P . _ 2 . p .
Soit f la fonction définie sur par : f(x) = —x + NrEel et soit Cy sa courbe représentative.

1) Deéterminer le domaine de définition de f.
2) a) Calculer J}iToof (x) et xl_§£1}+ fx)
b) Dresser le tableau de variation de f
3) a) Donner une équation cartesienne de la tangente T a.la courbe C; au point d’abscisse 0.
b) Tracer CyetT
4) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans ]—1, +oo[ une unique solution e etque1 < ¢ < 1,5
5) a) Montrer que f réalise une bijection de ]—1, +0o[ sur un intervalle J que I’on déterminera.
b) Montrer que f~1! est dérivable sur J
c) Calculer en fonction de a ; (f~1) (a).
d) Tracer la courbe €’ de la fonction f=1.
Exercice 7
Soit la fonction f définie sur R par —a 2":1 st x=20
fx) =—x+Vx2—x si x<0
1) a) Etudier la continuité de f en.0.

b) Etudier la dérivabilité de fen 0. Interpréter le résultat graphiquement.
2) Calculer lim f(x) et lirP f(x). Interpréter le résultat graphiquement.
X—>—00 X400

. £ —_ -1
3) a) Montrer que vx >00na: f'(x) = il
2x-1

2y x2—x

b) Montrer que Vx.<'Qona: f'(x) = -1+

c) Dresser le tableau de variation de f.
4) Soit g la restriction de f a intervalle |—co , 0[.
a) Montrenqueg admet une fonction réciproque g1 définie sur un intervalle J que I’on déterminera.
b) Expliciter,g=1(x) pour tout x € J.
c) Tracer.les courbes représentatives de g et g~1.

Exercice '8

24/ 1-x2
X

Soit(la*fonction f définie sur 10, 1] par f(x) = et soit C sa courbe représentative.

1). Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et interpréter le résultat graphiquement.
2) Montrer que f est dérivable sur ]0, 1[ et déterminer f’'(x) pour tout x € |0, 1].

3) a) Dresser le tableau de variation de f.
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b) Tracer C; (on prendra ||Z]| = [|jll = 2 cm).
4) a) Montrer que f admet une fonction réciproque £~ définie sur un intervalle’J que I’on déterminera.
b) Montrer que f~1! est dérivable sur ]0, 2]
c) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
d) Tracer dans le méme repére C’ la courbe de f~1
Exercice 9

Pour chaque question indiquer la réponse exacte.

1) Soit f(x) = /x_iz la bijection de ]2, +oo[ sur ]1, 4+oo[

1

) (FHO) =25 b) (F () £

2) Lacourbe (C) ci-dessous repréesente une fonction f definie sur R

Zy2
—y2

O (FH) =24

y

2) (F1'(2) = -2 @) =2 T Y@ =2

2
Exercice 9

Soit f la fonction définie sur ]0 g] par f(x) = ﬁ et soit Cr sa courbe représentative.

1) Etudier les variations de f.et construire Cy.
2) Montrer que f réalise'une-bijection de ]0 g] sur [1,+oo[.

3) On désigne par h la fonction réciproque de f.
a) Etudier la dérivabilité de h a droite en 1.
b) Montrer que/h fest dérivable sur 1, +ool.
c) Expliciter-h'(x) pour tout x € |1, +oo[.

4) a) Calculeth(1), h(V2) et h(2)

Exercice 10

Soit la'fonction f définie sur ]0,1] par : f(x) = % E — 1 et soit (€) sacourbe représentative.

1) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et interpréter le résultat graphiquement.

-1

4x? |11
X

b) Montrer que f est dérivable sur ]0,1[ et pour tout x € ]0,1[ona: f'(x) =

c) Dresser le tableau de variation de f.
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2) a) Montrer que f réalise une bijection de ]0, 1] sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Montrer f admet une fonction réciproque f~'et déterminer son domaine ‘de définition.

¢) Tracer (C) et (C") courbe représentative de f~1.

3) Soit g la fonction définie sur [0 ’2—’[ par : g(x) = f(cos*x). Soit (Cg) sa courbe représentative.
a) Montrer que pour tout x € [0 ’Zf[ ona:g(x) = itan x.
b) Montrer que I’équation g(x) = x admet une unique solution‘e autre que 0 et que a € E g[

c) Etudier la position relative de la droite A: y = x et la courbe (€C,).

4) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J que ’on précisera.

b) Calculer g1 (?) et (g‘l)’(§).

c) Montrer que g1 est dérivable sur J et que pourtout x € Jona: (g~1)'(x) = T

5) Soit la suite (U,,) définie sur N par U, = ? etvneNona:U,., = g 1(U,).

a) Montrer que pour toutn e Nona: \/Z—i SUS a.

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.
c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

_ _ o T o k1 Lk
6) Soit la suite S,, définie sur [O E[ par S, = Z g (T) -g (E)
k=0

Montrer que lim S, = g

n—+w

Exercice 11
On donne ci-dessous le tableau de variations d’une fonction f définie et continue sur |—1,+oo[. La
fonction f est dérivable sur{]—1+,0[ et |0, +oo[ et n’est pas dérivable en 0. On donne f(0) = 0

x [-1 5 0 +oo
f'(x) = =
+oo
) \o\
1
f@)

1) Deéterminer lim —=

x->07T X
2) Montrer que f réalise une bijection de ]—1, +oo[ sur un intervalle J que ’on précisera.
3) Soit'f~! la fonction réciproque de f, prouver que f~1 est dérivable en 0.
4) Soith la fonction définie sur ]—g ,O] par h(x) = f(sinx).

Montrer que lirg% = +oo et interpréter le résultat graphiguement.
X

5) a) Quel est le signe de f'(sin x) pour x € ]—'2—’ ,O[justifier.
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b) Dresser le tableau de variations de h sur ]—g , O].

_6V3

6 ondorne £(~£) =2 et 1 (-})= -

a) Montrer que h réalise une bijection de ]—'21 ,O] sur [0, +oo].

b) Montrer que h™1 (Zzﬁ) = —g et que (h™1)’ (Zzﬁ) = 1.
Exercice 12

La courbe Cy représentée ci-dessous et celle d’une fonction f définiejsur R.

1) Déterminer graphiquement les limites suivantes : -

. T - 1im f® ) 1
NimfGo; imf0; im C3 et lime() Gy 2

2) a) Déterminer graphiquement f',(0) et f’4(0).

_——— L -

e

b) Déterminer le domaine de dérivabilité de f.

3) Dresser le tableau de variation de f sur R. ;

4) Soit g la restriction de f a Pintervalle [0, +ool.

_——_————l o
[
1
1

a) Montrer que g réalise une bijection de [0+ [

r-——-——"J~""j)- "~ ~"~"~"T~-"~"=—-

Lo

sur un intervalle J que I’on déterminera.

b) Construire la courbe € -1 de g!

N

puis dresser le tableau de variation de g~
c) Calculer g=1(2) puis (g~1)'(2).

U VN [y UG I |

BT -

e) La fonction g~ est-elle dérivable'a droite en 1 ? Justifier votre réponse.
Exercice 13
Soit f la fonction définie sur [0 —2’3[ par : f(x) = Vtanx.
1) Etudier la dérivabilité de'f-en 07 et interpréter le résultat graphiquement.
2) Montrer que f est unebijection de [O g[ sur [0, +oof .

3) Soit g la fonctionsréciproque de f.

2x
1+x2

Montrer que g est'dérivable sur [0,+o[ et que Vx € [0,+x[ona: g'(x) =
4) Soit h la fonction définie sur ]0, +oo[ par h(x) = g(x) + g G)
a) Montrer que h est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer h'(x) pour tout x € |0, +oo[.
b) Endéduire que Vx € [0,+o[ona: g(x) + g G) = g

c) Moantrer alors que Vx € R ona: g(vVa% +1—x) + g(Vx2 + 1 + x) est une constante.

Exefcice 14

Soit la fonction : x » 1 + sin(mx) x € [—% , %]

1)" a) Montrer que f réalise une bijection de [—% ) %] sur [0, 2].
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b) Soit £~ la fonction réciproque de f. Montrer que f~1 est dérivable sur ]0, 2[.

¢) Etudier la dérivabilité de f~1 en 0.

d) Vérifier que : vx € 10,2[ (f1)'(x) = n;

2x—x2
2) Soit la fonction g définie sur 10,2[ par :g(x) = f~1(2 — x) + f1(x).
a) Montrer que g est dérivable sur ]0,2[.
b) Calculer g'(x) pour tout x de ]0,2[.
c) Calculer g(1). En déduire que : Vx € ]10,2[ona: f~1(2 £ x)= —f 1 (x).

n

1 1
3) Soitla suite réelle U définie sur IN* par: U, = — > 74 (14— )
) Soit la suite réelle éfinie sur par: U, "k_of +n+k

a) Montrer que vn € IN* ; Vk € {0,1,2,...,n}ona:

-1 1 -1 1 -1 1
f (1+2n)sf (1+n+k)sf (1+n)'
sdui : . - Al g (204l ntl g (ntl
b) En déduire que : vn € IN* on a: —f (Zn)suns —f (n)
c) En déduire que la suite U est convergente et.déterminer sa limite.

Exercice 15
2
Soit la fonction f définie sur [0, 1] par : f(x)= i(l + sin (%))
1) a) Montrer que f est dérivable sur [0, 1]
- . ’ x?
b) Vérifier que vx € [0,1] on a._'f'(x) = xcos (T)
c) Dresser le tableau de variation de ' f.

2) a) Montrer que f réalise unelbijection de [0, 1] sur 1 ,3].

mT T

b) Montrer que la fonction_f=* réciproque de f est dérivable sur ]11[ 12_:[

c) Etudier la dérivabilité de f~1 en i et %

d) Calculer f-1 (%) et (f‘l)’(%)
3) Soit la fonction g définie sur [0,1] par g(x) = f(x) — x
a) Montrer quevx € ]0,1[ona:0< f'(x) < 1
b) Montrer/que I’équation g(x) = 0 admet dans [0, 1] une unique solution a
c) En déduire’le signe de g(x) sur [0,1].
Uy = %a
VREN ; Uyyy = f(UR)

a).Montrerquevn e Nona: 0 < U, < a b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

4) Soitla'suite réelle (U,,) définie par : {

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.
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