Fonctions réciproques  4°™ Mathématiques

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,7,j).

Exercice 1
2
Soit f la fonction définie sur [0, +eo[ par : f(x) = 5 et soit C; sa courbe yeprésentative.
1) Montrer que f est dérivable sur [0, +oo[ et que Vx € [0, +oo[ ; fI(X).= (-210:)2
x“+

2) Dresser le tableau de variation de f sur [0, +oo[ et préciser le nembre dérivé de f a droite en 0.
3) Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur |—1,4].
4) Soit f~1 la réciproque de f.
a) Donner le tableau de variation de f~1
b) Calculer f~1 (0) et (f~1) '(0).
¢) Montrer que f~1 est dérivable sur ]—1,4[ on précisera la dérivabilité de f~1 a gauche en 4
d) Expliciter f~1 (x) pour tout x € 1-1,4].
Exercice 2
Soit f la fonction définie sur [1, +oo[ par f(x),= x* — 2x — 2 et soit (€) sa courbe représentative.
1) a) Dresser le tableau de variation de f on precisera le nombre dérive de f a droiteen 1.
b) Montrer que f réalise une bijection de |1 , +oo[ sur un intervalle J que I’on déterminera.
c) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a« dans [1,+o[etque 2,6 < a < 2,8.
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque que I’on notera f~! et soit (C’) sa courbe
représentative.
b) Déterminer f~1(—2) puis (- 9'(-2).
3) a) Etudier la dérivabilité de'f-* a droite en —3.
b) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans [1, +oo[ une unique solution B et que 3,5 < B < 3, 6.
c) Construire (C) et (€))
4) Expliciter f~1(x) pour tout x € [-3,+oo[
Exercice 3
Soit f la fonction définie sur [1, 4o par : f(x) = x —Vx% —1 . et soit Cr sa courbe représentative.
1) a) Etudier la'dérivabilité de f & droite en 1 et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
b) Dresser-le tableau de variation de f.
¢) Traceria courbe Cy .
2) a) Mentrer que f réalise une bijection de [1, +oo[ sur ]0,1]. On note f~1 la fonction réciproque de f
et €, sa.courbe représentative dans le méme repére (0,7,j).

2
b) Montrer que pour tout x €]0,1], f~1(x) = x2:1.

¢) Tracer la courbe Cp1.

3) Soient (U,) et (V,,) les suites réelles définies par :
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1 ¢ 1 1 v
Un:ﬁkzl\/_ﬁ et Vn=\/—ﬁkzzf(\/ﬁ),n22

a) Vérifier que pour tout entier k > 2, f(Vk) = vk — vk — 1 eten déduire que la suite (V,,) est
convergente dont on précisera la limite.

. 1 1
b) Montrer que pour tout entier k > 2, W < f(x/i) < W =1

¢) Montrer que pour tout entier n.> 2, 2V, + < Up <2V, % =

d) Montrer que alors la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.
Exercice 4
Soit f la fonction définie sur R, par: f(x) = Va2 + 1.
1) a) Montrer que f est strictement croissante sur R, .
b) Montrer que f réalise une bijection de R, sur [1,+oo] .
¢) Montrer que la fonction f~1 réciproque de f ‘est continue sur [1, +ool.
d) Préciser le sens de variation de la fonction f71'sur [1,+ool.
2) a) Montrer que f~1 est dérivable sur Pintervalle |1, +ool.
b) Montrer que f~1 n’est pas dérivable en 1.
c) Calculer f~1(x) en fonction de x pour.tout x € [1,+ool.

UO = 1
Upir1 = f(Un)

a) Montrer que la suite U est croissante.

3) Soit la suite réelle U définie sur N par{ vn € N.

b) Montrer que la suite U n’est-pas majorée. Déterminer alors la limite de la suite réelle U.

Exercice 5

Soit f la fonction définie sur [—g g] par : f(x) = sin x.

1) a) Montrer que f réalise Une bijection de [—g g] sur [-1,1].
b) Montrer que f admet une fonction réciproquer f~1, donner son domaine de définition.
c) Justifier que :£-1(0) = 0.

3) a) Montrer quef-* est dérivable sur ]—1,1].

b) EtudierJa dérivabilité de £~ a gauche en —1 et a droite en 1.

c) Prouverque vx € ]-1,1[ona: (f 1)'(x) = \/%

4) Soit la fonction g définie par : g(x) = f~1(x) + f~1(—x).
a) Montrer que la fonction g est continue sur [—1, 1] et qu’elle est dérivable sur |—1, 1].
h)*€alculer pour tout x € |-1,1[ g'(x)
¢).Montrer alors que la fonction g est constante sur I’intervalle [—1 , 1].
d) En déduire que la fonction f~1 est impaire.

Exercice 6
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Soit f la fonction définie sur ]0 ’2—’] par f(x) = ﬁ et soit C sa courbe représentative.

1) Etudier les variations de f et construire Cy.
2) Montrer que f réalise une bijection de ]0 '2—’] sur [1,+oo[.

3) On designe par h la fonction réciproque de f.
a) Etudier la dérivabilité de h a droite en 1.
b) Montrer que h est dérivable sur ]1, +oo.
c) Expliciter h'(x) pour tout x € |1, +oo.

4) a) Calculer h(1), h(v/2) et h(2).

Exercice 7

1
1+sinx

Soit la fonction f définie sur I = ]—g g] par f(x) = et soit C sa courbe représentative.

1) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Tracer la courbe Cy.
2) Montrer que f réalise une bijection de I sur J.= [—21— ,+oo[. On désigne par f~1 la fonction réciproque
de f et par C,-1 la courbe representative de i,
3) a) Calculer f~1(1) et f1(1).
b) Etudier la dérivabilité de £~ a droite-en % . Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

-1
xvV2x—-1

c) Montrer que f~1 est dérivablesur E ,+oo[ et que pour tout x > % (Y =
d) Tracer la courbe C;-1
4) a) Montrer que pour tout n '€ N*, I’équation f(x) = n admet dans I une solution unique notée x,,

b) Etudier la monotonie déa suite (x,,) et en déduire qu’elle est convergente.

c) Calculer lim x,

n—-+ow

Exercice 8
Soit la fonction f définie sur ]0,1] par : f(x) = % /% — 1 etsoit (€) sacourbe représentative.

1) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et interpréter le résultat graphiquement.
-1

b) Montrerique. f est dérivable sur ]0,1[ et pour tout x € ]0,1[ona: f'(x) =

c) Dresser le tableau de variation de f.
2) a) Mantrer que f réalise une bijection de ]0, 1] sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Montrer f admet une fonction réciproque f~'et déterminer son domaine de définition.

¢).Tracer (C) et (C") courbe représentative de f~1.

3). Soit g la fonction définie sur [0 g[ par : g(x) = f(cos*x). Soit (Cg) sa courbe représentative.

a) Montrer que pour tout x € [0 g[ ona:g(x) = %tan x.

[OIRVCEINE g Eeglgl] 58 300 174 http://mathematigues.kooli.me/ Page 3



http://mathematiques.kooli.me/

b) Montrer que I’équation g(x) = x admet une unique solution a autre que 0 et que a € E g[

c) Etudier la position relative de la droite A: y = x et la courbe (C,).

4) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J que ’on précisera.
—1 (V3 —1y/ (V3
b) Calculer g (7) et (g7 (?)

¢) Montrer que g~! est dérivable sur J et que pour tout x € J on.as.(g-1)'(x) = —

4x2+1°

5) Soit la suite (U,,) définie sur N par U, = ‘/Z—§ etvneNona:U,s3=9"1U,).

a) Montrer que pour toutn € Nona: ? <U,<a

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

k+1 k
6) Soit la suite (S,) définie sur [O —[ par S, = Z g! ( > ) -g! (E)

Montrer que lim §,, = E

n—-+ow
Exercice 9
. . e 14 2sinx
Soit la fonction f définie sur [0 'E[ par f(x).= ——
2.cos x
1) a) Vérifier que Vx € [ [ f'(x) = Tesin)?

b) Montrer que f admet une fonction-réciproque g definie sur IR,

c) Montrer que g est dérivable sur. IR

S AN 1
d) Montrer que Vx € IR, ; g'(x) = TS

2) Calculer la limite de la suite (U,,) définie sur IN*par: U, = g (3) -g (1)

n n

3) Soit la suite (V,,) définie'sur IN* par : V,, = nU,

a) Montrer que Yn € IN* : il existe un réel c,, € ]— —[ telque V,, =

(2+an/1+cn
b) Déterminer alors la limite de suite (V,)

Exercice 10
Soit la fonction f*»x » 1+ sin(mx) ; Vx € [—% , %]
1) a) Montrer-que f réalise une bijection de [—% ) %] sur [0, 2].

b) Seit'f-! la fonction réciproque de f. Montrer que f~1 est dérivable sur ]0, 2[.

c) Etudier la dérivabilité de f~1 en 0.

1
Ty 2x—x2

c).Vérifier que : vx € 10,2[ (Ff 1)'(x) =

2)..Soit la fonction g définie sur ]0,2[ par:g(x) = f"1(2 — x) + f~1(x).

a) Montrer que g est dérivable sur ]0,2[.
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b) Calculer g'(x) pour tout x de ]0,2[.
¢) Calculer g(1). En déduire que : Vx € ]10,2[ona: f1(2—x) = —f1(x):

3) Soit la suite réelle U définie sur IN* par: U, = z f (1 + —)

a) Montrer que vn € IN* ; Vk € {0,1,2,...,n} ona:

)< (1+ ) < ).
b) En déduire que : vn € IN*on a : "T” f1 (2'2‘::1) <U,'< ﬂl f1 (":1)
c) En déduire que la suite U est convergente et déterminer.sa limite.
Exercice 11
Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par : f(x) = x% — 1 +Vx2 + x et soit (C) sa courbe.
1) Montrer que f est continue sur [0, +oo] .
2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
b) Montrer que f est dérivable sur ]0 , +oo[ et Calculer f'(x).
c) En déduire que Vx € ]0,+o[ona: f'(x)> 0.
3) a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Montrer que f est une bijection de [0, +eo[ sur [—1, 4+oo].

4) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet-dans [0, +oo[ une unique solution « et que a € ]0, 1].

5) Soit £~1 la réciproque de f.
a) Donner le sens de variation de !

b) Montrer que f~1 est continue€t dérivable sur [—1, +ool.

a) Montrer alors que G (%) +G G) = g

Exercice 12
A) Soit la fonction f définie sur 10, 1] par : f(x) = /% et soit (Cf) sa courbe représentative.

1) a) Montrer que frest continue sur ]0,1].
b) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
b) Montrerque"f est dérivable sur ]0, 1[.

2) a) Montrer.qué f réalise une bijection de ]0, 1] sur [0, +oo.
b) Tracer(Cy) et (C;-1) (on prendra pour unité graphique 2 cm).

c) Expliciter f~1(x) pour tout x € R,..

B) Soit la fonction g définie sur R par: g =

1+x2

Seit G=une fonction définie et dérivable sur R et vérifiant : G(0) = 0 et G'(x) = g(x).
1), a) Montrer que G est strictement croissante sur R.
b) En déduire que G est une bijection de R sur G(R).
2) On pose pour tout x € R, h(x) = G(x) + G(—x).
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a) Montrer que h est dérivable sur R et calculer h'(x) pour tout x € R.

b) En déduire que G est impaire.

3) On pose pour tout x € ]_7" ) ’2—’[ H(x) = G(tanx) — x.

b [

T ) bt [ 4 T
S E[ et calculer H'(x) pour tout x € ]7 , —[.

a) Montrer que H est dérivable sur ] 5

b) En déduire que pour tout x € ]_7" , ’2—’[ ona: G(tanx) = x.

c) Calculer G(1).

d) Montrer que G(R) = ]_7” , ’Zf[ et déterminer G~1(x) pour tout’x € ]_2—" ) g[

4) On pose pour tout € R, , k(x) =G (;11) +G (i)

x+2
a) Montrer que k est dérivable sur R, et déterminer k'(x) pour tout x € R,.
b) Expliciter k'(x) pour tout x € R,.

Exercice 13

X

vaZ+1

1) Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe (C)

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =1+ et soit (C) sacourbe représentative.

2) Montrer que le point Q(0, 1) est un centre de symétrie de (C)
3) Montrer que f est une bijection de IR sur un intervalle J que I’on déterminera.
4) Tracer la courbe (€") de f~1 dans le'méme repére.

5) Montrer que I’équation : f(x) =.x'admet dans R une unique solution a et que a > 1.
6) Soit la fonction h définie sur ]—g g[ par : h(x) = tanx.

1
OnposeH = foh et G—fo—h

a) Expliciter H(x) et G(x)"pour tout x € ]—g g[ Montrer que G est une bijection de ]—g g[ surun
intervalle J que I’on précisera.

b) Etudier la dérivabilité de 61 sur J et calculer (6=1)"(x).
Exercice 14

2
Soit la fonction f définie sur [0,1] par: f(x) = 1 (1 + sin (ﬂ))
b4 2
1) a) Montrerique f est dérivable sur [0, 1].
oy 77.'x2
b) Vérifier'que vx € [0,1]ona: f'(x) = xcos (T)
c) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Montrer que f réalise une bijection de [0, 1] sur 1 ,E].

T 1T

byMontrer que la fonction £~ réciproque de f est dérivable sur ]i %[

¢) Etudier la dérivabilité de f~1 en i et 2

d) Calculer f~1 (%) et (f‘l)’(%)
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3) Soit la fonction g définie sur [0,1] par g(x) = f(x) — x
a) Montrerque vx € ]10,1[ona:0< f'(x) < 1
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans [0, 1] une unique solution a
c) En déduire le signe de g(x) sur [0,1].
U, = 1 a
4) Soit la suite réelle (U,,) définie par : { 072
a) MontrerquevneNona:0<U, <«
b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.
c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 15
Soit la fonction f définie sur ]—% %[ par f(x) = tan(mx)

1) a) Montrer que f réalise une bijection de ]—% %[ sur IR

b) On désigne par f~1 la fonction réciproque dé f ;'montrer que f~1(1) = i

¢) Montrer que f~1 est dérivable sur IR

d) Vérifier que vx € IR, (f 1)’ (x) = ”(1;”2)
2) Soit la fonction g définie sur 10, +oo[ par); g(x) = f~1(x) + f* (i)

a) Montrer que g est dérivable sur] 044 o]

b) Calculer (g)’(x) pour tout x € ]0", +oo[
¢) En déduire que pour tout x-€ |0, +o[ona: f! G) = %— f1(x)
Exercice 16
Soit f la fonction définie sur [O -2’5[ par : f(x) = +/tan x et soit (C) sa courbe représentative.
1) Etudier la dérivabilité de’f a droite en 0 et interpréter le résultat graphiquement.
2) Montrer que f estUne bijection de [O g[ sur [0, +oof.

3) Soit g la fonction, réciproque de f.

2x
1+x*

Montrer que g ést'derivable sur [0,+o[ et que Vx € [0,+x[ona: g'(x) =
4) Soit h la fonction définie sur ]0, +oo[ par h(x) = g(x) + g G)
a) Montrer que h est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer h'(x) pour tout x € |0, +oo[.
b)‘En'déduire que Vx € [0,+o[ona: g(x) + g G) = g

¢)'Montrer alors que Vx € R ona: g(VxZ + 1 —x) + g(vVx% + 1 + x) est une constante.

Exereice 17
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1 . T
= —_— <
fx) o si —o<x< 0

1—-x+Vx2+2x six>0

Soit la fonction f définie sur]—;—’ ,+oo[ par : {

représentative.
1) a) Etudier la continuité de f en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter le résultat graphiquement.

c) Dresser le tableau de variation de f, puis tracer (C).

2) Soit g la restriction de f a Pintervalle ]—;—’ ,0]
a) Montrer que g réalise une bijection de ]—;—’ ,0] sur un intervalle J que I’on précisera.

b) Etudier la dérivabilité de g~1 a droite en 1 et interpréterle résultat graphiquement.
e
2x2-2x+1

c) Montrer que g~1 est dérivable sur J et que pour x € Jona: (g71)'(x) =
3) Soit h la restriction de f a I’intervalle |0, +oo[

a) Montrer que h réalise une bijection de ]0, +oo[ sur un intervalle K que I’on précisera.

b) Etudier la dérivabilité de h~! a droite en 1 et interpréter le résultat graphiquement.

c) Construire la courbe (C’) représentative/de h™1.

b) Expliciter h~1(x) pour tout x € K.

Exercice 18

-2
1+vV1-x
1) Etudier la dérivabilité de f a gauche.en 1. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

. £ __ rmr?
2) a) Montrer que pour tout x €4~e5,1[ona: f'(x) = =

1) Soit f la fonction définie sur ]—oo, 1] par : f(x) =

b) Dresser le tableau de variation de .
c) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0,,7j).
3) a) Montrer que f admet.une fonction réciproque f~1 définie sur [-2,0[
b) Etudier la dérivabilité de £~ a droite en —2.
c) Tracer la courbe représentative de £~ dans le méme repére orthonormé (0,1,)).

I1) Soit g la fonction.définie sur [O g] par g(x) = f(cos?x)

1) Veérifier quepour tout x de [O g] ,g(x) =

1+sinx
2) Montrer que g réalise une bijection de [O g] sur [-2,—1]

3) a) Montrer que g~! est dérivable sur [-2, —1].
2 _ (a1 = -1
h)*Montrer que pour tout x € [-2,-1]ona: (g™") TG

4)"Pour toutn € N*, on pose U,, = (n + n?) [g‘l (—2 + %) o (_2 + niﬂ)]

a) Montrer que pour tout entier n € N* | il existe un réel a,, € ]—2 + ni+1 ,—2 + %[ tel que

et soit (€) sa courbe
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-1
a,/—(1+a,)

b) En déduire la limite de la suite U.

u,=

Exercice 19

Soit la fonction f définie sur [0, [ par f(x) = tan (g) et soit (C) sa courbe représentative.

1) a) Montrer que f réalise une bijection de [0, [ sur IR,

b) Montrer que la fonction £~ reciproque de f est derivable’sur IR,

2
1+x2

etquevx € IR, (f 1) (x) =
2) Soit la fonction h définie sur 10, +oo[ par h(x) = f~1(y/x).+ f1 (%)

a) Montrer que h est dérivable sur ]0, +oo[

b) Vérifier que Vx € ]0,+o[ ; h'(x) =0

c) Calculer f~1(1) ; déduire que : Vx € 10, +oofona: f1 (%) =n—f1(Vx)
3) On considere les suites (U,,) et (V,,) définies sur IN* par :

ORI wau ()

a) Montrer que Vn € IN* ; Vk € IN*'si_n < k < 2n alors f~1(vn) < f-1(Vk) < f-1(vV2n)
b) En déduire que vn € IN* on a ; f=4(v/n) < U, < f~1(vV2n)
c) Montrer que liIP f~1(x) = m déterminer alors la limite de la suite (U,,)

X—>+0

d) Exprimer V, en fonctionde U,, puis déterminer la limite de la suite (V)

Exercice 20

X

V1-x2
1) a) Montrer que pourtoutx € [0,1[ona f'(x) =

Soit f la fonction définie sur [05.1[ par f(x) =

et soit C sa courbe représentative

1
(1-x2)y/1-x2
b) Montrer que f.réalise une bijection de [0, 1[ sur un intervalle J que I’on précisera.
2) a) Montrer que-f admet une fonction réciproque f1.

b) Tracer Cg€tC f-1en précisant la demi tangente au point d’abscisse 0.
3) Soit g la fonction définie sur [O g[ par g(x) = f(sin x)
a) Montrer que pour tout x € [O g[ ona g(x) = tanx.

b) Montrer que la fonction g réalise une bijection de [O g[ sur [0, +oof.

) Montrer que la fonction g~ réciproque de g est dérivable sur [0, +oo].

1
1+x2

et.que Vx € [0, +oo[ona (g™ ) (x) =

4)" Soit h la fonction définie sur ]0, 4o par h(x) = g~*(x) + g1 G)
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a) Calculer h'(x) pour tout x € |0, +oo|
b) En déduire que pour tout x € 0, +eo[ ona h(x) =7

5) On considére les suites (S,,) et (U,,) définies sur IN* par :

Sn = Zn: g '(k+1)—g (k) U,=g"1 (%) — g1 (1)
k=1

n

a) Montrer que S, = — >+ g~*(n+ 1) calculer alors lim S,,.

n—>+owo
1

b) Montrer que Yn € IN* : il existe un réel c,, € E %[ tel que nU,, = Pl

c) Calculer alors lim nU,,.

n—>+owo

Exercice 21
Soit la fonction f définie sur R} par: f(x) = 10 + xlz
1) a) Etudier les variations de f sur Rj.
b) Déterminer f(R3).
2) Soit la fonction g définie sur R} par : g(x) =f(x) — x
a) Montrer que g réalise une bijection de R sur un intervalle que I’on déterminera.

b) En déduire que I’équation f(x) = x"admet dans R’ une unique solution a telle que a > 10.
U, =10
VneN; U, =fU,)

a) Montrer que Yn € Non a: U»=>-10

3) Soit la suite réelle (U,,) définie par : {

b) Montrer que Vx > 10 on a{ ~|f' (x)| < %

c) En déduire que vn € N onas |U, ;1 — a| < %IU,! —af

1

n
d) Montrer que Vn € Nona«|U, — a| < (500) |Uy — «af

e) Déterminer alors la limite de (U,,).

Exercice 22

X

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =1 + P

et soit (C;) sa représentation graphique
orthonormé
1) a) Calculertlim f(x) et liinf(x)

X—>=00 X—>+4+0o0

1

NEETPN ey

b) Montrer-que’f est dérivable sur R et que pour toutx € Rona: f'(x) =

c) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Mantrer que le point I(0, 1) est un centre de symétrie de (Cf).
b)'Donner une équation de la tangente T a (Cf) au point I.
c) Tracer (C;) et ladroite A: y = x dans le repére (0,17, )).

3) a) Montrer que f réalise une bijection de R sur ]0, 2[.
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2(x-1)
1-(x-1)2

b) Montrer que pour tout x € 10,2[ona: f~1(x) =

c) Tracer la courbe (Cf_1) de la fonction £~ dans le méme repére (0,1 ).

g(x) =f(tanx) si x € [0,%[

o(()-2

4) Soit g la fonction définie sur [0 ’2—’] par :

a) Montrer que g est continue sur [0 ’Z—I]
b) Montrer pour tout x € [0 ’25] ona:g(x)=1+tan (g)

c) Montrer que g réalise une bijection de [0 g] sur [1,2}

d) Soit g~ la fonction réciproque de g, montrer que g *est dérivable sur [1,2]

etque (g7’ (x) = m
e) Montrer pour tout x € [1,2]ona: g *(x) + g7* G) =

5) Soitn € N*,on pose U, =Y} o9 ! (1 + n—ik) etv,=—

a) Montrer que pour tout n € N*, g1 (1 + %l) <g1? (1 + ﬁ) <g1? (1 +-

b) En déduire limV,

n->+ow

n
c) Soit W,, = Z (12:31 +-:c;(> Calculer JL%W
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