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Fonctions réciproques       4eme  Mathématiques 

Dans tous les exercices le plan est rapporté à un repère orthonormé (𝑶 , 𝒊 , 𝒋 ). 

Exercice 1 

Soit 𝒇  la fonction définie sur [𝟎 , +∞[ par : 𝒇(𝒙) =
𝟒−𝒙𝟐

𝒙𝟐+𝟏
  et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative.   

1)  Montrer que 𝒇 est dérivable sur [𝟎 , +∞[ et que ∀𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[ ; 𝒇′(𝒙) =
−𝟏𝟎𝒙

(𝒙𝟐+𝟏)
𝟐  

2)  Dresser le tableau de variation de 𝒇 sur [𝟎 , +∞[ et préciser le nombre dérivé de 𝒇 à droite en 0. 

3)  Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [𝟎 , +∞[ sur ]−𝟏 , 𝟒]. 

4)  Soit 𝒇−𝟏 la réciproque de 𝒇. 

     a) Donner le tableau de variation de 𝒇−𝟏  

     b) Calculer 𝒇−𝟏 (𝟎) et (𝒇−𝟏) ′(𝟎). 

     c) Montrer que 𝒇−𝟏 est dérivable sur ]−𝟏 , 𝟒[ on précisera la dérivabilité de 𝒇−𝟏  à gauche en 𝟒 

     d) Expliciter 𝒇−𝟏 (𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]−𝟏 , 𝟒].   

Exercice 2 

Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟏 , +∞[ par 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟐 et soit (𝑪) sa courbe représentative.   

1)  a) Dresser le tableau de variation de 𝒇 on précisera le nombre dérive de 𝒇 à droite en 𝟏.    

     b) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [𝟏 , +∞[ sur un intervalle  𝑱 que l’on déterminera.  

     c) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet une unique solution 𝜶 dans [𝟏 , +∞[ et que 𝟐, 𝟔 < 𝜶 < 𝟐, 𝟖.  

2)  a) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque que l’on notera 𝒇−𝟏 et soit (𝑪′) sa courbe 

représentative.   

     b) Déterminer 𝒇−𝟏(−𝟐) puis (𝒇−𝟏)′(−𝟐). 

3)  a) Etudier la dérivabilité de 𝒇−𝟏 à droite en −𝟑. 

     b) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙 admet dans [𝟏 , +∞[ une unique solution 𝜷 et que 𝟑, 𝟓 < 𝜷 < 𝟑, 𝟔.  

     c) Construire (𝑪) et (𝑪′)       

4)  Expliciter 𝒇−𝟏(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ [−𝟑 , +∞[  

Exercice 3 

Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟏, +∞[ par : 𝒇(𝒙)  =  𝒙 − √𝒙𝟐 − 𝟏 . et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative. 

1)  a) Étudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en 𝟏 et interpréter graphiquement le résultat obtenu.  

     b) Dresser le tableau de variation de 𝒇.  

     c) Tracer la courbe 𝑪𝒇 .  

2)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [𝟏, +∞[ sur ]𝟎, 𝟏]. On note 𝒇−𝟏 la fonction réciproque de 𝒇 

et 𝑪𝒇−𝟏 sa courbe représentative dans le même repère (𝑶 , 𝒊 , 𝒋 ). 

     b) Montrer que pour tout 𝒙 ∈]𝟎, 𝟏], 𝒇−𝟏(𝐱)  =  
𝒙𝟐+𝟏

𝟐𝒙
.  

     c) Tracer la courbe 𝑪𝒇−𝟏.   

3)  Soient (𝑼𝒏) et (𝑽𝒏) les suites réelles définies par : 
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𝑼𝒏 =
𝟏

√𝒏
∑

𝟏

√𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

     𝐞𝐭      𝑽𝒏 =
𝟏

√𝒏
∑ 𝒇(√𝒌)

𝒏

𝒌=𝟐

 , 𝒏 ≥ 𝟐 

     a) Vérifier que pour tout entier 𝒌 ≥  𝟐, 𝒇( √𝒌) =  √𝒌 − √𝒌 − 𝟏  et en déduire que la suite (𝑽𝒏) est 

convergente dont on précisera la limite.  

     b) Montrer que pour tout entier  𝒌 ≥  𝟐 ,  
𝟏

𝟐√𝒌
≤ 𝒇(√𝒌) ≤

𝟏

𝟐√𝒌−𝟏
  

     c) Montrer que pour tout entier  𝒏 ≥  𝟐 ,  𝟐𝑽𝒏 +
𝟏

𝒏
≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟐𝑽𝒏 +

𝟏

√𝒏
 

     d) Montrer que alors la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite.    

Exercice 4     

Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ+ par : 𝒇(𝒙) = √𝒙𝟐 + 𝟏 . 

1)  a) Montrer que 𝒇 est strictement croissante sur ℝ+. 

     b) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ℝ+ sur [𝟏 , +∞[ . 

     c) Montrer que la fonction 𝒇−𝟏 réciproque de 𝒇 est continue sur [𝟏 , +∞[.   

     d) Préciser le sens de variation de la fonction 𝒇−𝟏 sur  [𝟏 , +∞[. 

2)  a) Montrer que 𝒇−𝟏 est dérivable sur l’intervalle ]𝟏 , +∞[. 

     b) Montrer que 𝒇−𝟏 n’est pas dérivable en 𝟏. 

     c) Calculer 𝒇−𝟏(𝒙) en fonction de 𝒙 pour tout 𝒙 ∈ [𝟏 , +∞[. 

3)  Soit la suite réelle 𝑼 définie sur ℕ par {
𝑼𝟎 = 𝟏           

𝑼𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑼𝒏)
    ∀𝒏 ∈ ℕ.                  

      a) Montrer que la suite 𝑼 est croissante. 

      b) Montrer que la suite 𝑼 n’est pas majorée. Déterminer alors la limite de la suite réelle 𝑼.  

Exercice 5     

Soit 𝒇 la fonction définie sur [−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
]  par : 𝒇(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙.        

1)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
]  sur [−𝟏 , 𝟏]. 

     b) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproquer 𝒇−𝟏, donner son domaine de définition.  

    c)  Justifier que : 𝒇−𝟏(𝟎) = 𝟎.   

3)  a) Montrer que 𝒇−𝟏  est dérivable sur ]−𝟏 , 𝟏[. 

     b) Etudier la dérivabilité de 𝒇−𝟏 à gauche en −𝟏 et à droite en 𝟏.         

     c) Prouver que ∀𝒙 ∈ ]−𝟏 , 𝟏[ on a :  (𝒇−𝟏)′(𝒙) =
𝟏

√𝟏−𝒙𝟐
   

4)  Soit la fonction 𝒈 définie par : 𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝒙) + 𝒇−𝟏(−𝒙).                      

     a) Montrer que la fonction 𝒈 est continue sur [−𝟏 , 𝟏] et qu’elle est dérivable sur ]−𝟏 , 𝟏[. 

     b) Calculer pour tout 𝒙 ∈ ]−𝟏 , 𝟏[ 𝒈′(𝒙)  

     c) Montrer alors que la fonction 𝒈 est constante sur l’intervalle [−𝟏 , 𝟏]. 

     d) En déduire que la fonction 𝒇−𝟏 est impaire.  

Exercice 6 
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Soit 𝒇 la fonction définie sur ]𝟎 ,
𝝅

𝟐
] par 𝒇(𝒙) =

𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙
   et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative. 

1)  Etudier les variations de 𝒇 et construire 𝑪𝒇. 

2)  Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ]𝟎 ,
𝝅

𝟐
] sur [𝟏 , +∞[. 

3)  On désigne par 𝒉 la fonction réciproque de 𝒇. 

      a) Etudier la dérivabilité de 𝒉 à droite en 𝟏. 

      b) Montrer que 𝒉 est dérivable sur ]𝟏 , +∞[.  

      c) Expliciter 𝒉′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]𝟏 , +∞[. 

4)  a) Calculer 𝒉(𝟏), 𝒉(√𝟐) et 𝒉(𝟐). 

Exercice 7 

Soit la fonction 𝒇 définie sur 𝑰 = ]−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
]  par 𝒇(𝒙)  =

𝟏

𝟏+𝐬𝐢𝐧 𝒙
  et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative.  

1)  a) Dresser le tableau de variation de 𝒇.  

     b) Tracer la courbe 𝑪𝒇. 

2)  Montrer que 𝒇 réalise une bijection de 𝑰 sur 𝑱 = [
𝟏

𝟐
 , +∞[. On désigne par 𝒇−𝟏 la fonction réciproque 

de 𝒇 et par 𝑪𝒇−𝟏 la courbe représentative de 𝒇−𝟏.  

3)  a) Calculer 𝒇−𝟏(𝟏)  et 𝒇−𝟏(𝟏).   

     b) Étudier la dérivabilité de 𝒇−𝟏 à droite en 
𝟏

𝟐
  . Interpréter graphiquement le résultat obtenu.  

     c) Montrer que 𝒇−𝟏 est dérivable sur ]
𝟏

𝟐
 , +∞[ et que pour tout 𝒙 >

𝟏

𝟐
 , (𝒇−𝟏)′(𝒙) =

−𝟏

𝒙√𝟐𝒙−𝟏
  

    d) Tracer la courbe 𝑪𝒇−𝟏  

4)  a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗ , l’équation 𝒇(𝒙)  =  𝒏 admet dans 𝑰 une solution unique notée 𝒙𝒏 

     b) Étudier la monotonie de la suite (𝒙𝒏) et en déduire qu’elle est convergente.  

     c) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒙𝒏 

Exercice 8 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ]𝟎 , 𝟏] par : 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟐
√

𝟏

𝒙
− 𝟏  et soit (𝑪)  sa courbe représentative. 

1)  a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à gauche en  𝟏 et interpréter le résultat graphiquement. 

     b) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ]𝟎, 𝟏[ et pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎, 𝟏[ on a : 𝒇′(𝒙) =
−𝟏

𝟒𝒙𝟐√
𝟏

𝒙
−𝟏

 

    c) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

2)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ]𝟎 , 𝟏] sur un intervalle 𝑱 que l’on précisera. 

     b) Montrer 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏et déterminer son domaine de définition. 

     c) Tracer (𝑪) et (𝑪′) courbe représentative de 𝒇−𝟏. 

3)  Soit 𝒈 la fonction définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ par : 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙). Soit (𝑪𝒈) sa courbe représentative. 

     a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ on a : 𝒈(𝒙) =

𝟏

𝟐
𝐭𝐚𝐧 𝒙. 
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     b) Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝒙 admet une unique solution 𝜶 autre que 𝟎 et que 𝜶 ∈ [
𝝅

𝟑
 ,

𝝅

𝟐
[. 

     c) Etudier la position relative de la droite ∆∶ 𝒚 = 𝒙 et la courbe (𝑪𝒈). 

4)  a) Montrer que 𝒈 admet une fonction réciproque 𝒈−𝟏 définie sur un intervalle 𝑱 que l’on précisera. 

     b) Calculer 𝒈−𝟏 (
√𝟑

𝟐
)  et  (𝒈−𝟏)′ (

√𝟑

𝟐
). 

     c) Montrer que 𝒈−𝟏 est dérivable sur 𝑱 et que pour tout 𝒙 ∈ 𝑱 on a : (𝒈−𝟏)′(𝒙) =
𝟐

𝟒𝒙𝟐+𝟏
. 

5)  Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ par 𝑼𝟎 =
√𝟑

𝟐
 et ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏+𝟏 = 𝒈−𝟏(𝑼𝒏). 

     a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : 
√𝟑

𝟐
≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝜶. 

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante. 

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite.    

𝟔)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑺𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[  𝐩𝐚𝐫  𝑺𝒏 = ∑ 𝒈−𝟏 (

𝒌 + 𝟏

𝟐
)

𝒏

𝒌=𝟎

− 𝒈−𝟏 (
𝒌

𝟐
)  

Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑺𝒏 =
𝝅

𝟐
 

Exercice 9 

Soit la fonction 𝒇 définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ par 𝒇(𝒙) =

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏−𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

1)  a) Vérifier que ∀𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[  ; 𝒇′(𝒙) =

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝟏−𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝟐 

     b) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒈 définie sur 𝑰𝑹+ 

     c) Montrer que 𝒈 est dérivable sur 𝑰𝑹+ 

     d) Montrer que  ∀𝒙 ∈ 𝑰𝑹+ ; 𝒈′(𝒙) =
𝟏

(𝟐+𝒙)√𝟏+𝒙
 

2)  Calculer la limite de la suite (𝑼𝒏) définie sur 𝑰𝑵∗ par : 𝑼𝒏 = 𝒈 (
𝟐

𝒏
) − 𝒈 (

𝟏

𝒏
). 

3)  Soit la suite (𝑽𝒏) définie sur 𝑰𝑵∗ par : 𝑽𝒏 = 𝒏𝑼𝒏 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ : il existe un réel 𝒄𝒏 ∈ ]
𝟏

𝒏
 ,

𝟐

𝒏
[ tel que  𝑽𝒏 =

𝟏

(𝟐+𝒄𝒏)√𝟏+𝒄𝒏
 

     b) Déterminer alors la limite de suite (𝐕𝐧) 

Exercice 10 

Soit la fonction 𝒇 ∶ 𝒙 ↦  𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 (𝝅𝒙) ; ∀𝒙 ∈ [−
𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
]. 

1)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [−
𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
] sur [𝟎 , 𝟐]. 

     b) Soit 𝒇−𝟏 la fonction réciproque de 𝒇. Montrer que 𝒇−𝟏 est dérivable sur ]𝟎 , 𝟐[. 

     c) Etudier la dérivabilité de 𝒇−𝟏 en 𝟎. 

     c) Vérifier que : ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟐[  (𝒇−𝟏)′(𝒙) =
𝟏

𝝅√𝟐𝒙−𝒙𝟐
 

2)  Soit la fonction 𝒈 définie sur  ]𝟎 , 𝟐[ par :𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝟐 − 𝒙) + 𝒇−𝟏(𝒙). 

     a) Montrer que 𝒈 est dérivable sur  ]𝟎 , 𝟐[ . ht
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     b) Calculer 𝒈′(𝒙) pour tout 𝒙 de  ]𝟎 , 𝟐[. 

     c) Calculer 𝒈(𝟏). En déduire que : ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟐[ on a : 𝒇−𝟏(𝟐 − 𝒙) = −𝒇−𝟏(𝒙).  

𝟑)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 𝐫é𝐞𝐥𝐥𝐞 𝑼 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 𝑰𝑵∗ 𝐩𝐚𝐫 :  𝑼𝒏 =
𝟏

𝒏
∑ 𝒇−𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝒏 + 𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ ; ∀𝒌 ∈ {𝟎, 𝟏, 𝟐,… , 𝒏} on a :  

𝒇−𝟏 (𝟏 +
𝟏

𝟐𝒏
) ≤ 𝒇−𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝒏+𝒌
) ≤ 𝒇−𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝒏
). 

     b) En déduire que : ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ on a :       
𝒏+𝟏

𝒏
 𝒇−𝟏 (

𝟐𝒏+𝟏

𝟐𝒏
) ≤ 𝑼𝒏 ≤

𝒏+𝟏

𝒏
 𝒇−𝟏 (

𝒏+𝟏

𝒏
) 

     c) En déduire que la suite 𝑼 est convergente et déterminer sa limite.  

Exercice 11  

Soit 𝒇  la fonction définie sur [𝟎 , +∞[ par : 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟏 + √𝒙𝟐 + 𝒙  et soit (𝑪) sa courbe. 

1)  Montrer que 𝒇 est continue sur [𝟎 , +∞[ . 

2)  a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en 𝟎 et interpréter géométriquement le résultat obtenu.  

     b) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ]𝟎 , +∞[ et calculer 𝒇′(𝒙). 

     c) En déduire que ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[ on a : 𝒇′(𝒙) > 𝟎. 

3)  a) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

     b) Montrer que f est une bijection de [𝟎 , +∞[ sur [−𝟏 , +∞[. 

4)  Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet dans [𝟎 , +∞[ une unique solution 𝜶 et que 𝜶 ∈ ]𝟎 , 𝟏[. 

5)  Soit 𝒇−𝟏 la réciproque de 𝒇. 

     a) Donner le sens de variation de 𝒇−𝟏 

     b) Montrer que 𝒇−𝟏  est continue et dérivable sur [−𝟏 , +∞[.    

     a) Montrer alors que 𝑮 (
𝟏

𝟐
) + 𝑮 (

𝟏

𝟑
) =

𝝅

𝟒
  

Exercice 12 

A)  Soit la fonction 𝒇 définie sur ]𝟎 , 𝟏] par : 𝒇(𝒙) = √
𝟏−𝒙

𝒙
  et soit (𝑪𝒇)  sa courbe représentative. 

1)  a) Montrer que 𝒇 est continue sur ]𝟎 , 𝟏]. 

     b) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à gauche en 𝟏. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.  

     b) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ]𝟎 , 𝟏[. 

2)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ]𝟎 , 𝟏] sur [𝟎 , +∞[. 

     b) Tracer (𝑪𝒇) et (𝑪𝒇−𝟏) (on prendra pour unité graphique 𝟐 𝒄𝒎). 

     c) Expliciter 𝒇−𝟏(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ℝ+. 

B)  Soit la fonction 𝒈 définie sur ℝ par : 𝒈 =
𝟏

𝟏+𝒙𝟐  

Soit 𝑮 une fonction définie et dérivable sur ℝ et vérifiant :  𝑮(𝟎) = 𝟎 et 𝑮′(𝒙) = 𝒈(𝒙). 

1)  a) Montrer que 𝑮 est strictement croissante sur ℝ. 

     b) En déduire que 𝑮 est une bijection de ℝ sur 𝑮(ℝ). 

2)  On pose pour tout 𝒙 ∈ ℝ, 𝒉(𝒙) = 𝑮(𝒙) + 𝑮(−𝒙). 
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     a) Montrer que 𝒉 est dérivable sur ℝ et calculer 𝒉′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ℝ. 

     b) En déduire que 𝑮 est impaire. 

3)  On pose pour tout 𝒙 ∈ ]
−𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[, 𝑯(𝒙) = 𝑮(𝐭𝐚𝐧 𝒙) − 𝒙. 

     a) Montrer que 𝑯 est dérivable sur ]
−𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[ et calculer 𝑯′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]

−𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[. 

     b) En déduire que pour tout 𝒙 ∈ ]
−𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[ on a : 𝑮(𝐭𝐚𝐧 𝒙) = 𝒙. 

     c) Calculer 𝑮(𝟏). 

     d) Montrer que 𝑮(ℝ) = ]
−𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[ et déterminer 𝑮−𝟏(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]

−𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[. 

4)  On pose pour tout ∈ ℝ+ , 𝒌(𝒙) = 𝑮 (
𝟏

𝒙+𝟏
) + 𝑮 (

𝟏

𝒙+𝟐
). 

     a) Montrer que 𝒌 est dérivable sur ℝ+ et déterminer 𝒌′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ℝ+. 

     b) Expliciter 𝒌′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ℝ+.  

Exercice 13 

Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ par : 𝒇(𝒙) = 𝟏 +
𝒙

√𝒙𝟐+𝟏
  et soit (𝑪)  sa courbe représentative. 

1)  Etudier les variations de la fonction 𝒇 et tracer sa courbe (𝑪) 

2)  Montrer que le point Ω(𝟎 , 𝟏) est un centre de symétrie de (𝑪) 

3)  Montrer que 𝒇 est une bijection de IR sur un intervalle 𝑱 que l’on déterminera. 

4)  Tracer la courbe (𝑪′) de 𝒇−𝟏  dans le même repère. 

5)  Montrer que l’équation : 𝒇(𝒙) = 𝒙 admet dans ℝ une unique solution 𝜶 et que 𝜶 > 𝟏. 

6)  Soit la fonction 𝒉 définie sur ]−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[ par : 𝒉(𝒙) = 𝐭𝐚𝐧 𝒙. 

On pose 𝑯 = 𝒇 𝝄 𝒉  et  𝑮 =
𝟏

𝒇 𝝄 𝒉
       

     a) Expliciter 𝑯(𝒙) et 𝑮(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]−
𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[. Montrer que 𝑮 est une bijection de ]−

𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[  sur un 

intervalle 𝑱 que l’on précisera. 

     b) Etudier la dérivabilité de 𝑮−𝟏 sur 𝑱 et calculer (𝑮−𝟏)′(𝒙). 

Exercice 14   

Soit la fonction 𝒇 définie sur [𝟎 , 𝟏] par :  𝒇(𝒙) =
𝟏

𝝅
(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 (

𝝅𝒙𝟐

𝟐
)). 

1)  a) Montrer que 𝒇 est dérivable sur [𝟎 , 𝟏]. 

     b) Vérifier que  ∀𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏] on a :   𝒇′(𝒙) = 𝒙𝒄𝒐𝒔 (
𝝅𝒙𝟐

𝟐
). 

     c) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

2)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [𝟎 , 𝟏] sur  [
𝟏

𝝅
 ,

𝟐

𝝅
]. 

     b) Montrer que la fonction 𝒇−𝟏 réciproque de 𝒇 est dérivable sur  ]
𝟏

𝝅
 ,

𝟐

𝝅
[. 

     c) Etudier la dérivabilité de 𝒇−𝟏 en  
𝟏

𝝅
   et    

𝟐

𝝅
 

     d) Calculer 𝒇−𝟏 (
𝟑

𝟐𝝅
)  et  (𝒇−𝟏)′ (

𝟑

𝟐𝝅
) 
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3)  Soit la fonction 𝒈 définie sur [𝟎 , 𝟏] par  𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒙 

     a) Montrer que ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟏[ on a : 𝟎 < 𝒇′(𝒙) < 𝟏 

     b) Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝟎 admet dans [𝟎 , 𝟏] une unique solution 𝜶 

     c) En déduire le signe de 𝒈(𝒙) sur [𝟎 , 𝟏]. 

4)  Soit la suite réelle (𝑼𝒏) définie par : {
𝑼𝟎 =

𝟏

𝟐
𝜶                             

∀𝒏 ∈ ℕ  ;  𝑼𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑼𝒏)
 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝟎 ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝜶 

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante. 

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite. 

Exercice 15    

Soit la fonction 𝒇 définie sur ]−
𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ par 𝒇(𝒙) = 𝐭𝐚𝐧(𝝅𝒙) 

1)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ]−
𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ sur 𝑰𝑹 

     b) On désigne par 𝒇−𝟏 la fonction réciproque de 𝒇 ; montrer que 𝒇−𝟏(𝟏) =
𝟏

𝟒
 

     c) Montrer que 𝒇−𝟏 est dérivable sur 𝑰𝑹 

     d) Vérifier que ∀𝒙 ∈ 𝑰𝑹 , (𝒇−𝟏)′(𝒙) =
𝟏

𝝅(𝟏+𝒙𝟐)
 

2)  Soit la fonction 𝒈 définie sur ]𝟎 , +∞[ par ; 𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝒙) + 𝒇−𝟏 (
𝟏

𝒙
) 

     a) Montrer que 𝒈 est dérivable sur ]𝟎 , +∞[ 

     b) Calculer (𝒈)′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[ 

     c) En déduire que pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[ on a : 𝒇−𝟏 (
𝟏

𝒙
) =

𝟏

𝟐
− 𝒇−𝟏(𝒙)  

Exercice 16 

Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[  par : 𝒇(𝒙) = √𝐭𝐚𝐧 𝒙 et soit (𝑪)  sa courbe représentative. 

1)  Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en  𝟎 et interpréter le résultat graphiquement. 

2)  Montrer que 𝒇 est une bijection de [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ sur [𝟎 , +∞[. 

3)  Soit 𝒈 la fonction réciproque de 𝒇. 

Montrer que 𝒈 est dérivable sur [𝟎 , +∞[ et que ∀𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[ on a : 𝒈′(𝒙) =
𝟐𝒙

𝟏+𝒙𝟒 

4)  Soit 𝒉 la fonction définie sur ]𝟎 , +∞[ par 𝒉(𝒙) = 𝒈(𝒙) + 𝒈 (
𝟏

𝒙
) 

      a) Montrer que 𝒉 est dérivable sur ]𝟎 , +∞[ et calculer 𝒉′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[. 

      b) En déduire que ∀𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[ on a : 𝒈(𝒙) + 𝒈 (
𝟏

𝒙
) =

𝝅

𝟐
 

      c) Montrer alors  que ∀𝒙 ∈ ℝ  on a : 𝒈(√𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙) + 𝒈(√𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝒙) est une constante. 

Exercice 17 
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Soit la fonction 𝒇 définie sur ]−
𝝅

𝟒
 , +∞[ par : {

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟏+𝐭𝐚𝐧 𝒙
         𝒔𝒊 −

𝝅

𝟒
< 𝒙 ≤ 𝟎

𝟏 − 𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟐𝒙   𝒔𝒊 𝒙 > 𝟎             
 et soit (𝑪)  sa courbe 

représentative. 

1)   a) Etudier la continuité de 𝒇 en 𝟎. 

      b) Etudier la dérivabilité de 𝒇 en 𝟎 et interpréter le résultat graphiquement. 

      c) Dresser le tableau de variation de 𝒇, puis tracer (𝑪). 

2)  Soit 𝒈 la restriction de 𝒇 à l’intervalle ]−
𝝅

𝟒
 , 𝟎] 

      a) Montrer que 𝒈 réalise une bijection de ]−
𝝅

𝟒
 , 𝟎] sur un intervalle 𝑱 que l’on précisera. 

      b) Etudier la dérivabilité de 𝒈−𝟏 à droite en 𝟏 et interpréter le résultat graphiquement. 

      c) Montrer que 𝒈−𝟏 est dérivable sur 𝑱 et que pour 𝒙 ∈ 𝑱 on a : (𝒈−𝟏)′(𝒙) =
−𝟏

𝟐𝒙𝟐−𝟐𝒙+𝟏
  

3)  Soit 𝒉 la restriction de 𝒇 à l’intervalle ]𝟎 , +∞[ 

      a) Montrer que 𝒉 réalise une bijection de ]𝟎 , +∞[ sur un intervalle 𝑲 que l’on précisera. 

      b) Etudier la dérivabilité de 𝒉−𝟏 à droite en 𝟏 et interpréter le résultat graphiquement. 

      c) Construire la courbe (𝑪′) représentative de 𝒉−𝟏. 

      b) Expliciter 𝒉−𝟏(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ 𝑲. 

Exercice 18 

I)  Soit 𝒇 la fonction définie sur ]−∞ , 𝟏] par : 𝒇(𝒙) =
−𝟐

𝟏+√𝟏−𝒙
  

1)  Etudier la dérivabilité de 𝒇 à gauche en 𝟏. Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 

2)  a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ ]−∞ , 𝟏[ on a : 𝒇′(𝒙) = −
[𝒇(𝒙)]𝟐

𝟒√𝟏−𝒙
 

     b) Dresser le tableau de variation de  . 

     c) Tracer la courbe représentative de 𝒇 dans un repère orthonormé (𝑶 , 𝒊 , 𝒋). 

3)  a) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏 définie sur [−𝟐 , 𝟎[  

     b) Étudier la dérivabilité de 𝒇−𝟏 à droite en −𝟐.  

     c) Tracer la courbe représentative de 𝒇−𝟏 dans le même repère orthonormé (𝑶 , 𝒊 , 𝒋). 

II) Soit 𝒈 la fonction définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] par 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙)    

1)  Vérifier que pour tout 𝒙 de [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] , 𝒈(𝒙) =

−𝟐

𝟏+𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

2)  Montrer que 𝒈 réalise une bijection de [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] sur [−𝟐 , −𝟏] 

3)  a) Montrer que 𝒈−𝟏 est dérivable sur [−𝟐 , −𝟏]. 

     b) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [−𝟐 , −𝟏] on a : (𝒈−𝟏)′ =
−𝟏

𝒙√−(𝒙+𝟏)
 

4)  Pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗, on pose 𝑼𝒏 = (𝒏 + 𝒏𝟐) [𝒈−𝟏 (−𝟐 + 𝟏

𝒏
) − 𝒈−𝟏 (−𝟐 + 𝟏

𝒏+𝟏
)] 

    a) Montrer que pour tout entier 𝒏 ∈ ℕ∗ , il existe un réel 𝜶𝒏 ∈ ]−𝟐 + 𝟏

𝒏+𝟏
 , −𝟐 + 𝟏

𝒏
[ tel que 
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𝑼𝒏 =
−𝟏

𝜶𝒏√−(𝟏 + 𝜶𝒏)
 

   b) En déduire la limite de la suite 𝑼. 

Exercice 19 

Soit la fonction 𝒇 définie sur [𝟎 , 𝝅[  par 𝒇(𝒙) = 𝐭𝐚𝐧 (
𝒙

𝟐
) et soit (𝑪)  sa courbe représentative. 

1)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [𝟎 , 𝝅[ sur 𝑰𝑹+  

      b) Montrer que la fonction 𝒇−𝟏 reciproque de 𝒇 est derivable sur 𝑰𝑹+  

et que ∀𝒙 ∈ 𝑰𝑹+ (𝒇−𝟏)′(𝒙) =
𝟐

𝟏+𝒙𝟐 

2)  Soit la fonction 𝒉 définie sur ]𝟎 , +∞[ par 𝒉(𝒙) = 𝒇−𝟏(√𝒙) + 𝒇−𝟏 (
𝟏

√𝒙
) 

      a) Montrer que 𝒉 est dérivable sur ]𝟎 , +∞[     

      b) Vérifier que ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[ ; 𝒉′(𝒙) = 𝟎 

      c) Calculer 𝒇−𝟏(𝟏) ; déduire que : ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[ on a : 𝒇−𝟏 (
𝟏

√𝒙
) = 𝝅 − 𝒇−𝟏(√𝒙) 

3)  On considère les suites (𝑼𝒏) et (𝑽𝒏) définies sur 𝑰𝑵∗ par :  

𝑼𝒏 =
𝟏

𝒏 + 𝟏
∑ 𝒇−𝟏(√𝒌)

𝟐𝒏

𝒌=𝒏

   𝐞𝐭     𝑽𝒏 =
𝟏

𝒏 + 𝟏
∑ 𝒇−𝟏 ((

𝟏

√𝒌
))

𝟐𝒏

𝒌=𝒏

 

      a) Montrer que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ ;  ∀𝒌 ∈ 𝑰𝑵∗ si   𝒏 ≤ 𝒌 ≤ 𝟐𝒏   alors 𝒇−𝟏(√𝒏) ≤ 𝒇−𝟏(√𝒌) ≤ 𝒇−𝟏(√𝟐𝒏) 

      b) En déduire que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ on a : 𝒇−𝟏(√𝒏) ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝒇−𝟏(√𝟐𝒏) 

      c) Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇−𝟏(𝒙) = 𝝅 déterminer alors la limite de la suite (𝑼𝒏)  

      d) Exprimer  𝑽𝒏  en fonction de 𝑼𝒏 puis déterminer la limite de la suite (𝑽𝒏)  

Exercice 20 

Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 , 𝟏[ par 𝒇(𝒙) =
𝒙

√𝟏−𝒙𝟐
 et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative 

1)  a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏[ on a 𝒇′(𝒙) =
𝟏

(𝟏−𝒙𝟐)√𝟏−𝒙𝟐
 

     b) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [𝟎 , 𝟏[ sur un intervalle 𝑱 que l’on précisera.  

2)  a) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏.  

     b) Tracer 𝑪𝒇 et 𝑪𝒇−𝟏 en précisant la demi tangente au point d’abscisse 𝟎. 

3)  Soit 𝒈 la fonction définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ par 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝐬𝐢𝐧 𝒙) 

     a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ on a 𝒈(𝒙) = 𝐭𝐚𝐧 𝒙. 

     b) Montrer que la fonction 𝒈 réalise une bijection de [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ sur [𝟎 , +∞[. 

     c) Montrer que la fonction 𝒈−𝟏 réciproque de 𝒈 est dérivable sur [𝟎 , +∞[.  

et que ∀𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[ on a (𝒈−𝟏)′(𝒙) =
𝟏

𝟏+𝒙𝟐 

4)  Soit 𝒉 la fonction définie sur ]𝟎 , +∞[ par 𝒉(𝒙) = 𝒈−𝟏(𝒙) + 𝒈−𝟏 (
𝟏

𝒙
).  ht
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     a) Calculer 𝒉′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[  

     b) En déduire que pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[ on a 𝒉(𝒙) =
𝝅

𝟐
  

5)  On considère les suites (𝑺𝒏) et (𝑼𝒏) définies sur 𝑰𝑵∗ par : 

𝑺𝒏 = ∑ 𝒈−𝟏(𝒌 + 𝟏)

𝒏

𝒌=𝟏

− 𝒈−𝟏(𝒌)                 𝑼𝒏 = 𝒈−𝟏 (
𝟐

𝒏
) − 𝒈−𝟏 (

𝟏

𝒏
) 

     a) Montrer que 𝑺𝒏 = −
𝝅

𝟒
+ 𝒈−𝟏(𝒏 + 𝟏)  calculer alors 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝑺𝒏. 

     b) Montrer que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ : il existe un réel 𝒄𝒏 ∈ ]
𝟏

𝒏
 ,

𝟐

𝒏
[ tel que 𝒏𝑼𝒏 =

𝟏

𝟏+𝒄𝒏
𝟐 

     c) Calculer alors  𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒏𝑼𝒏. 

Exercice 21 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ℝ+
∗  par :  𝒇(𝒙) = 𝟏𝟎 +

𝟏

𝒙𝟐 

1)  a) Etudier les variations de 𝒇 sur ℝ+
∗ . 

     b) Déterminer 𝒇(ℝ+
∗ ). 

2)  Soit la fonction 𝒈 définie sur ℝ+
∗  par : 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒙 

      a) Montrer que 𝒈 réalise une bijection de ℝ+
∗  sur un intervalle que l’on déterminera. 

      b) En déduire que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙 admet dans ℝ+
∗  une unique solution 𝜶 telle que 𝜶 ≥ 𝟏𝟎. 

3)   Soit la suite réelle (𝑼𝒏) définie par : {
𝑼𝟎 = 𝟏𝟎                             

∀𝒏 ∈ ℕ  ;  𝑼𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑼𝒏)
 

      a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 ≥ 𝟏𝟎 

      b) Montrer que ∀𝒙 ≥ 𝟏𝟎 on a :    |𝒇′(𝒙)| ≤
𝟏

𝟓𝟎𝟎
 

      c) En déduire que ∀𝒏 ∈ ℕ on a :  |𝑼𝒏+𝟏 − 𝜶| ≤
𝟏

𝟓𝟎𝟎
|𝑼𝒏 − 𝜶| 

     d) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a :|𝑼𝒏 − 𝜶| ≤ (
𝟏

𝟓𝟎𝟎
)

𝒏
|𝑼𝟎 − 𝜶| 

     e) Déterminer alors la limite de (𝑼𝒏). 

Exercice 22  

Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ par 𝒇(𝒙) = 𝟏 +
𝒙

𝟏+√𝒙𝟐+𝟏
  et soit (𝑪𝒇) sa représentation graphique 

orthonormé  

1)  a) Calculer 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) et 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

b) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ℝ et que pour tout 𝒙 ∈ ℝ on a :  𝒇′(𝒙) =
𝟏

√𝒙𝟐+𝟏(𝟏+√𝒙𝟐+𝟏)
 

     c) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

2)  a) Montrer que le point 𝑰(𝟎 , 𝟏) est un centre de symétrie de (𝑪𝒇). 

     b) Donner une équation de la tangente 𝑻 à (𝑪𝒇) au point 𝑰. 

     c) Tracer (𝑪𝒇) et la droite ∆ ∶ 𝒚 = 𝒙 dans le repère (𝑶 , 𝒊 , 𝒋). 

3)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ℝ sur ]𝟎 , 𝟐[. 
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     b) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟐[ on a : 𝒇−𝟏(𝒙) =
𝟐(𝒙−𝟏)

𝟏−(𝒙−𝟏)𝟐 

     c) Tracer la courbe (𝑪𝒇−𝟏) de la fonction 𝒇−𝟏 dans le même repère (𝑶 , 𝒊 , 𝒋).   

4)  Soit 𝒈 la fonction définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] par : {

𝒈(𝒙) = 𝒇(𝐭𝐚𝐧 𝒙)   𝐬𝐢  𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[

𝒈 (
𝝅

𝟐
) = 𝟐                                       

 

     a) Montrer que 𝒈 est continue sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
]  

     b) Montrer pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] on a : 𝒈(𝒙) = 𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 (

𝒙

𝟐
) 

     c) Montrer que 𝒈 réalise une bijection de [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] sur [𝟏 , 𝟐]. 

     d) Soit 𝒈−𝟏 la fonction réciproque de 𝒈, montrer que 𝒈−𝟏 est dérivable sur [𝟏 , 𝟐]  

et que (𝒈−𝟏)′(𝒙) =
𝟐

𝟏+(𝒙−𝟏)𝟐  

     e) Montrer pour tout 𝒙 ∈ [𝟏 , 𝟐] on a : 𝒈−𝟏(𝒙) + 𝒈−𝟏 (
𝟐

𝒙
) =

𝝅

𝟐
 

𝟓)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝒏 ∈ ℕ∗, 𝐨𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞  𝑼𝒏 = ∑ 𝒈−𝟏 (𝟏 +
𝟏

𝒏+𝒌
)𝒏

𝒌=𝟎   𝐞𝐭  𝑽𝒏 =
𝑼𝒏

𝒏+𝟏
  

     a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗, 𝒈−𝟏 (𝟏 +
𝟏

𝟐𝒏
) ≤ 𝒈−𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝒏+𝒌
) ≤ 𝒈−𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝒏
) 

     b) En déduire 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑽𝒏                 

     𝐜) 𝐒𝐨𝐢𝐭  𝑾𝒏 =
𝟏

𝒏 + 𝟏
∑ 𝒈−𝟏 (

𝟐(𝒏 + 𝒌)

𝟏 + 𝒏 + 𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

   𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞𝐫  𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑾𝒏 
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