Fonctions réciproques  4°™ Mathématiques

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,7,j).

EXxercice 1

A2
Soit'f la fonction définie sur [0, +oo[ par: f(x) = izfl et soit Cr sa courbe représentative.
1).Montrer que f est dérivable sur [0, +oo[ et que Vx € [0, +oo[ ; f'(x) = (;2101")2

2)_Dresser le tableau de variation de f sur [0, +oo[ et préciser le nombre dérivé de f a droite en 0.
3)“Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur ]—1,4].
4) Soit f~1 la réciproque de f.
a) Donner le tableau de variation de f~1
b) Calculer £=1 (0) et (f71) '(0).
¢) Montrer que £~ est dérivable sur ]—1, 4[ on précisera la dérivabilité de f~* a gauche en 4
d) Expliciter f=1 (x) pour tout x € |—1,4].
EXxercice 2
Soit f la fonction définie sur [1,+oo[ par f(x) = x? — 2x — 2 et soit (C) sa courbe représentative.
1)=a) Dresser le tableau de variation de f on précisera le nombre dérive de f a droite en 1.
b) Montrer que f réalise une bijection de [1, 4+oo[ sur un intervalle | que I’on déterminera.
) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans [1,+oo[ et que 2,6 < a < 2,8.
2)~a) Montrer que f admet une fonction réciproque que I’on notera £~ et soit (C") sa courbe représentative.
b) Déterminer f~1(—2) puis (f ~1)'(-2).
3)=a) Etudier la dérivabilité de f~* a droite en —3.
b) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans [1, +oo[ une unique solution g et que 3,5 < B < 3,6.
¢) Construire (C) et (C)
4) Expliciter f~1(x) pour tout x € [—3, 400
Exercice 3
Soit f la fonction définie sur [1,+oo[ par: f(x) = x —Vx2 — 1. et soit Cr sa courbe représentative.
1)=d) Etudier la dérivabilité de f & droite en 1 et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Tracer la courbe C .
2)a) Montrer que f réalise une bijection de [1, +oo[ sur ]0, 1]. On note £~ la fonction réciproque de f et
Gy=1 sa courbe représentative dans le méme repere (0,7,7).

x%41
2x

b) Montrer que pour tout x €]0,1], f~1(x) =
C)Tracer la courbe C¢-1.

3) Soient (U,) et (1) les suites réelles définies par :

1w 1 1 v
Unz\/—ﬁ;ﬁ et Vnz\/—ﬁ;f(\/%),nzz
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a) Vérifier que pour tout entier k > 2, f(Vk) = vk — vk — 1 et en déduire que la suite (V) est
convergente dont on précisera la limite.

- 1 1
b) Montrer que pour tout entier > 2, -— < f(Vk) < 57—

c) Montrer que pour tout entier > 2, 2V, +- < U, < 2V, + %

d) Montrer que alors la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.
EXercice 4
Soit'f la fonction définie sur R, par: f(x) = Vx2 + 1.
1) @) Montrer que f est strictement croissante sur R, ..
k) Montrer que f réalise une bijection de R, sur [1,+oo] .
¢) Montrer que la fonction £~ réciproque de f est continue sur [1,+oo].
d) Préciser le sens de variation de la fonction £~ sur [1,+oo[.
2) a) Montrer que f~1 est dérivable sur I’intervalle |1, +oo[.
b) Montrer que £~ n’est pas dérivable en 1.
¢) Calculer f~*(x) en fonction de x pour tout x € [1,+oo].

U0=1

Uns1 = f(Un)
a) Montrer que la suite U est croissante.

3) Soit la suite réelle U définie sur N par{ vn € N.

b) Montrer que la suite U n’est pas majorée. Déterminer alors la limite de la suite réelle U.
Exercice 5
Soit'f la fonction définie sur [—g g] par : f(x) = sin x.

1)..a) Montrer que f réalise une bijection de [—g g] sur [—1,1].

b) Montrer que f admet une fonction réciproquer f~*, donner son domaine de définition.
e) Justifier que : f~1(0) = 0.
3) a) Montrer que f~1 est dérivable sur -1, 1[.
b) Etudier la dérivabilité de f~! a gauche en —1 et a droite en 1.
6) Prouver que Vx € |—1,1[ona: (f 1)'(x) = ﬁ
4)=Soit la fonction g définie par : g(x) = f~1(x) + f~1(—x).
a) Montrer que la fonction g est continue sur [—1, 1] et qu’elle est dérivable sur |—1, 1[.
b) Calculer pour tout x € |-1,1[ g'(x)
€) Montrer alors que la fonction g est constante sur I’intervalle [—1, 1].
d) En déduire que la fonction £~ est impaire.

Exercice 6
Soity f la fonction définie sur ]0 g] par f(x) = $ et soit Cy sa courbe représentative.

1) Etudier les variations de f et construire Cy.
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2) Montrer que f réalise une bijection de ]0 %] sur [1, +ool.

3)~On désigne par h la fonction réciproque de f.
a) Etudier la dérivabilité de h a droite en 1.
b) Montrer que h est dérivable sur |1, +ool.
c) Expliciter h'(x) pour tout x € |1, +oo].
4) @) Calculer h(1), h(v/2) et h(2).

Exercice 7

1

1+sinx

Soit la fonction f définie sur I = ]—% g] par f(x) = et soit C sa courbe représentative.

T)™a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Tracer la courbe Cy.
2) Montrer que f réalise une bijectionde I sur ] = E ,+oo[. On désigne par 1 la fonction réciproque de f
et/par C,-1 la courbe représentative de 1.
3) @) Calculer f71(1) et f71(1).
b) Etudier la dérivabilité de £~ & droite en % . Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

¢) Montrer que f~1 est dérivable sur E ,+oo[ et que pour tout x > % (F ' (x) = —

xV2x—-1

d) Tracer la courbe Cf—1
4) a) Montrer que pour toutn € N*, I’équation f(x) = n admet dans I une solution unique notée x,,
B) Etudier la monotonie de la suite (x,,) et en déduire qu’elle est convergente.

€) Calculer lim x,
n—+o

Exercice 8

Soit\la fonction f définie sur ]0,1] par : f(x) = : /%— 1 et soit (C) sa courbe représentative.

2

¥)y=a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et interpréter le résultat graphiquement.

b) Montrer que f est dérivable sur ]0,1[ et pour tout x € ]0,1[ona: f'(x) = —

4x? 21
X

¢) Dresser le tableau de variation de f.
2) a) Montrer que f réalise une bijection de ]0, 1] sur un intervalle / que I’on précisera.
b) Montrer f admet une fonction réciproque f ~1et déterminer son domaine de définition.

¢) Tracer (C) et (C") courbe représentative de f 1.
3) Soit g la fonction définie sur [O %[ par : g(x) = f(cos?x). Soit (C,) sa courbe représentative.
a).Montrer que pour tout x € [0 %[ ona:g(x) = %tan X.

b) Montrer que I’équation g(x) = x admet une unique solution a autre que 0 et que a € E %[

€) Etudier la position relative de la droite A: y = x et la courbe (C;).
4) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle / que ’on précisera.
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b) Calculer g—1(§) et (g‘l)’(g).

¢) Montrer que g~ est dérivable sur J et que pour tout x € Jona: (g71)'(x) =

4x241°

5)._Soit la suite (U,,) définie sur N par U, = ? etvn e Nona:U,., = g 1(U,).

<|

a) Montrer que pour toutn € Nona : 73 <U,<a.

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.
¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

6) Soit la suite S,, définie sur N par Z(g-l(k%)—g-l(g)).

k=0

Mentrer que lim S, ==
n—+w 2

Exercice 9

2sinx

Soit la fonction f définie sur [O %[ par f(x) =

1-sinx
2cos x
(1-sin x)2

1) a) Vérifier que vx € [0,%] ; £/(x) =

B) Montrer que f admet une fonction réciproque g definie sur IR,

c) Montrer que g est dérivable sur IR,

.o _ 1
d) Montrer que Vx € IR, ; g'(x) = e

2)~Calculer la limite de la suite (U,,) définie sur IN* par: U, = g (3) —-g (1)

n n

3)..Soit la suite (1},) définie sur IN* par : V,, = nU,

a) Montrer que Vn € IN™ : il existe unréel ¢,, € ]% %[ tel que 1,

1
- (2+cp)J1+cn
b) Déterminer alors la limite de suite (V,,)

Exercice 10

Soit la fonction f : x » 1 + sin(mx) ; Vx € [—% , %]

1) a) Montrer que f réalise une bijection de [—% ) %] sur [0, 2].
b) Soit f~1 la fonction réciproque de f. Montrer que £~ est dérivable sur ]0, 2[.

¢) Etudier la dérivabilité de f~* en 0.

1
V2x—x2

2)=Soit la fonction g définie sur ]0,2[ par :g(x) = f~1(2 —x) + f 1 (x).

C) Vérifier que : vx € 10,2[ (f 1)'(x) =

a) Montrer que g est dérivable sur ]0,2[ .
b) Calculer g’ (x) pour tout x de ]0, 2[.
6) Calculer g(1). En déduire que : Vx € ]10,2[ona: f1(2 —x) = —f~1(x).
1 1
. . ; O * . — -1
3) Soit la suite réelle U définie sur IN* par: U, n;)f (1 + — k)

a) Montrer que Vn € IN* ; Vk € {0,1,2,...,n}ona:
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)< ()< (1+)
D) En déduire que : Vvn € IN* ona: "T“ f! (%) <U, < "TH f! ("ni)
¢) En déduire que la suite U est convergente et déterminer sa limite.
Exercice 11
S6it'f la fonction définie sur [0, +oo[ par : f(x) = x2 — 1 4 vx2 + x et soit (C) sa courbe.
1)..Montrer que f est continue sur [0, +oo] .
2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter géométriqguement le résultat obtenu.
b) Montrer que f est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer f'(x).
¢) En déduire que Vx € ]0,+o[ona: f'(x) > 0.
3) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que f est une bijection de [0, 4+oo[ sur [—1, +oo.
4) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans [0, 4+ o[ une unique solution a et que a« € 10, 1].
5) Soit £~ la réciproque de f.
a) Donner le sens de variation de f~1
b) Montrer que f~1 est continue et dérivable sur [—1, +oo].

Exercice 12
A) Soit la fonction f définie sur ]0,1] par: f(x) = /1;—" et soit (Cf) sa courbe représentative.

1)~a) Montrer que f est continue sur ]0,1].
b) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
) Montrer que f est dérivable sur ]0, 1[.
2) a) Montrer que f réalise une bijection de 10, 1] sur [0, +oo].
b) Tracer (C;) et (C;-1) (on prendra pour unité graphique 2 cm).
c) Expliciter f ~1(x) pour tout x € R,.

B) Soit la fonction g définie sur Rpar: g =

1+x2

Soit'G une fonction définie et dérivable sur R et vérifiant : G(0) = 0et G'(x) = g(x).
1)"a) Montrer que G est strictement croissante sur R.

b) En déduire que G est une bijection de R sur G (R).
2)~On pose pour tout x € R, h(x) = G(x) + G(—x).

a) Montrer que h est dérivable sur R et calculer A'(x) pour tout x € R.

b) En déduire que G est impaire.

3) _On pose pour tout x € ]_7" ) %[ H(x) = G(tanx) — x.

T

a) Montrer que H est dérivable sur ]_—2” , g[ et calculer H'(x) pour tout x € ]_7” , E['

b) En déduire que pour tout x € ]_7" , g[ ona: G(tanx) = x.
c) Calculer G(1).
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d) Montrer que G(R) = ]_7” , g[ et déterminer G ~1(x) pour tout x € ]_2—" , g[

4) Onpose pourtout e R, ,k(x) =G (x—il) +G (ﬁ)
a) Montrer que k est dérivable sur R, et déterminer k'(x) pour tout x € R,.

a) Montrer alors que G G) +G G) .

4

Exercice 13

X

VxZ+1
T)y=Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe (C)

Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x) =1+ et soit (C) sa courbe représentative.
2) Montrer que le point Q(0, 1) est un centre de symétrie de (C)

3) _Montrer que f est une bijection de IR sur un intervalle / que 1’on déterminera.

4)sTracer la courbe (C") de £~ dans le méme repére.

5) Montrer que I’équation : f(x) = x admet dans R une unique solution « et que a > 1.

6) Soit la fonction h définie sur ]—g g[ par : h(x) = tan x.

1
OnposeH =foh et G—fo—h

a) Expliciter H(x) et G (x) pour tout x € ]—% %[ Montrer que G est une bijection de ]—% g[ sur un
intervalle J que I’on précisera.

b) Etudier la dérivabilité de G~ sur J et calculer (G™1)’(x).
Exercice 14

. . g . 1 . (mx?
Soit la fonction f définie sur [0, 1] par: f(x) = - (1 + sin (T))
1) a) Montrer que f est dérivable sur [0, 1].

, g mx?
b) Vérifier que Vx € [0,1]ona: f'(x) = xcos (T)
¢) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Montrer que f réalise une bijection de [0, 1] sur % %]

b) Montrer que la fonction £~ réciproque de f est dérivable sur E %[

C) Etudier la dérivabilité de £~  en ~ et =

d) Calculer f~1 (%) et (f71) (%)
3)=Soit la fonction g définie sur [0,1] par g(x) = f(x) — x
a) Montrer que Vx € ]0,1[ona: 0 < f'(x) < 1
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans [0, 1] une unique solution a

¢)'En déduire le signe de g(x) sur [0, 1].
. . , - Uo = la
4)~Soit la suite réelle (U,,) définie par : 2
VneN ; Uyyqy = f(U,)

a) MontrerqueVvn e Nona:0< U, <«
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b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.
c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 15
Soit:la fonction f définie sur ]—% %[ par f(x) = tan(mx)
1).a) Montrer que f réalise une bijection de ]—% %[ sur IR
b) On désigne par f~1 la fonction réciproque de f ; montrer que f~1(1) = i

c) Montrer que f~1 est dérivable sur IR

1
m(1+x2)

d) Vérifier que vx € IR , (f 1)'(x) =

2)=Soit la fonction g définie sur 10, +oo[ par; g(x) = f~1(x) + f?! (i)
a) Montrer que g est dérivable sur 0, +oo[
b) Calculer (g)’(x) pour tout x € ]0,+oo[

¢) En déduire que pour tout x € ]0,+oo[ona: f1 (i) = % —f1(x)
Exercice 16
Soit f la fonction définie sur [0 g[ par : f(x) = Vtanx et soit (C) sa courbe représentative.
1) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter le résultat graphiquement.
2)=Montrer que f est une bijection de [0 g[ sur [0, +ool.

3) Soit g la fonction réciproque de f.

2x
1+x4

Moentrer que g est dérivable sur [0, +oo[ et que Vx € [0,+o[ona: g'(x) =

4)y=Soit h la fonction définie sur ]0, 4o par h(x) = g(x) + g (%)

a) Montrer que h est dérivable sur 0, +oo[ et calculer h'(x) pour tout x € |0, +ool.

b) En déduire que Vx € [0,+[ona:g(x)+g (%) = g

¢) Montrer alors que Vx € R ona: g(vx2+ 1 —x) + g(vVxZ + 1 + x) est une constante.

Exercice 17

1 . T
— _ <
f(x)—1+tanx si 4<x_0

1—x++Vx2+2x six>0

Soit' la fonction f définie sur ]—% ,+oo[ par : { et soit (C) sa courbe

représentative.
1) a) Etudier la continuité de f en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter le résultat graphiquement.

¢) Dresser le tableau de variation de f, puis tracer (C).
2)=Soit g la restriction de f a I’intervalle ]—% ,0]
a) Montrer que g réalise une bijection de ]—% ,0] sur un intervalle J que I’on précisera.

b) Etudier la dérivabilité de g~* a droite en 1 et interpréter le résultat graphiquement.
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c) Montrer que g~ est dérivable sur J et que pour x € Jona: (g™")'(x) = ﬁ
3)=Soit h la restriction de f a I’intervalle ]0 , +oo[
a) Montrer que h réalise une bijection de ]0 , +oo[ sur un intervalle K que 1’on précisera.
b) Etudier la dérivabilité de A~ a droite en 1 et interpréter le résultat graphiquement.
¢) Construire la courbe (C") représentative de h™?.
b) Expliciter h=1(x) pour tout x € K.
Exercice 18
Soit la fonction f définie sur [0, [ par f(x) = tan G) et soit (C) sa courbe représentative.
I)=a) Montrer que f réalise une bijection de [0, 7| sur IR,

b) Montrer que la fonction f~1 reciproque de f est derivable sur IR,

2
1+x2

etque vx € IR, (f 1) (x) =

2)rSoit la fonction A définie sur 10, +eof par h(x) = £~ (V%) + £ * ()

a) Montrer que h est dérivable sur |0, +oo[
b) Vérifier que Vx € 10, +oo[ ; h'(x) =0

¢) Calculer f~1(1) ; déduire que : Vx € ]0,+oo[ona: f~1 (\/%) =n—f1(Vx)

3) On considere les suites (U,,) et (V) définies sur IN* par :

U= — 1;#1(@) et V= 1;f-1 ((%))

a) Montrer que Vn € IN*; Yk € IN*si n <k <2n alors f~*(vn) < f*(Vk) < f~1(V2n)
b) En déduire que ¥n € IN*ona: f~1(vn) < U, < f~1(V2n)

c) Montrer que lirP f~1(x) = m déterminer alors la limite de la suite (U,,)
X—>4+o0

d) Exprimer V¥, en fonction de U,, puis déterminer la limite de la suite (V},)

Exercice 19

X

Soit f la fonction définie sur [0, 1[ par f(x) = T et soit Cy sa courbe représentative

1] _ 1
1)=a) Montrer que pour tout x € [0,1[ona f'(x) = e

b) Montrer que f réalise une bijection de [0, 1[ sur un intervalle J que I’on précisera.
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f 1.

b) Tracer Cy et C¢-1 en précisant la demi tangente au point d’abscisse 0.
3)..Soit g la fonction définie sur [O %[ par g(x) = f(sinx)
a) Montrer que pour tout x € [0 g[ onag(x) =tanx.

b) Montrer que la fonction g reéalise une bijection de [0 g[ sur [0, +oo.

c) Montrer que la fonction g~ réciproque de g est dérivable sur [0, +oo].
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etque Vx € [0,+o[ona (g™ ) (x) = L

1+x2

4)"Soit h la fonction définie sur 10, +o[ par h(x) = g7 (x) + g7 (3).
a) Calculer h'(x) pourtout x € ]0, +oo[
b) En déduire que pour tout x € ]0, +oo[ ona h(x) = g

5) On considere les suites (S,,) et (U,,) définies sur IN* par :

n
2 1
Sp=) g7k + D= g7 W) Un=g7(5) =97 ()
n n
k=1
a) Montrer que S, = —~ + g~*(n+ 1) calculer alors lim S,.
n—->+owo
% .x H z 1 2 1
b) Montrer que vn € IN™ : il existe un réel ¢, € ]; ,;[ tel que nU, = e

e¢) Calculer alors lim nU,.

n—+ow

Exercice 20
Soit la fonction f définie sur R% par: f(x) = 10 + %
1) a) Etudier les variations de f sur R .
b) Déterminer f(R%).
2)=Soit la fonction g définie sur R% par: g(x) = f(x) — x
a) Montrer que g réalise une bijection de R’ sur un intervalle que 1’on déterminera.

b) En déduire que ’équation f(x) = x admet dans R’ une unique solution « telle que a > 10.
U, = 10

VnEN ; Upyy = f(U,)

a) Montrerque vn e Nona: U, =10

3)...Soit la suite réelle (U,,) définie par : {

b) Montrer que Vx > 10ona: |f'(x)| < %

c) Endéduirequevn e Nona: |U,y; — al < %IU,Q —al

n
d) Montrer quevn € Nona:|U, —a| < (ﬁ) |Uy — «af

e) Déterminer alors la limite de (U,,).
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