Fonctions réciproques 4éme Sc Techniques

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,1,j).

Exercice 1
2
Soit f la fonction définie sur [0, +eo[ par : f(x) = 5 et soit C; sa courbe représentative.
1) Montrer que f est dérivable sur [0, +o[ et que Vx € [0, + o[ ; fi(x) = (-210:)2
x4+

2) Dresser le tableau de variation de f sur [0, +oo[ et préciser le'nombre dérivé de f a droite en 0.
3) Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur |—1,4].
4) Soit f~1 la réciproque de f.
a) Donner le tableau de variation de f~1
b) Calculer f~1 (0) et (f~1) '(0).
c) Montrer que f~1 est dérivable sur ]—1,4[ on précisera la dérivabilité de f~1 a gauche en 4
d) Expliciter f~1 (x) pour tout x € 1-1,4].
Exercice 2
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 3(—¥xZ + 1 et soit C; sa courbe représentative.
1) Dresser le tableau de variations de f.
2) Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = f(x) — x.
a) Montrer que I’équation g(x) = 0. admet dans R une unique solution a.
b) En déduire que I’équation f(x) = x admet dans R une unique solution ¢ etque1 < a < 1, 5.
3) Soit h la restriction de f a intervalle [0, +ool.
a) Montrer que h réalise une'bijéection de R, sur |—co,2].
¢) Montrer que la fonctionsh™ ! réciproque de h est continue sur ]—o ,2] et préciser son sens de
variation sur ]—oo,2].
4) a) Montrer que h™! est dérivable sur Pintervalle |—oo , 2[.
b) Montrer que h-*n’ést pas dérivable en 2.
¢) Calculer h=1(x).en fonction de x pour tout x € |-, 2[.
Exercice 3

1) Soit la fonctien f définie sur ]0 , +oo| par f(x) = x:_l

a) Calculer lir(§1+ f(x) et lirP f(x). Interpréter les résultats graphiquement.
X— X— 100

-1

b) Montrer que f est dérivable sur ]0,+o[ et que Vx € ]0,+w[ona f'(x) =

x+1
pe

2x2

¢).Montrer que f réalise une bijection de ]0, +co[ sur un intervalle J que ’on précisera.
d) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
2), Soit la fonction g définie sur ]0, +oo[ par g(x) = f(x) — x

a) Dresser le tableau de variation de g.
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b) Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution e dans ]0,+oo[etque 1 < a < 2.

3) a) Montrer que Vx € [1,+o[ ona |f'(x)| < %

b) En déduire que Vx € [1,4+[ona: |f(x) — a| < %Ix - al
Exercice 4
Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par: f(x) =x* — 1+ Vx2 + x._et'soit Cy sa courbe
représentative.
1) Montrer que f est continue sur [0, +oo[
2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interprétergéométriquement le résultat obtenu
b) Montrer que f est dérivable sur ]0 , +oo[ et calculer/f’(x)-
c) En déduire que Vx € |10, +oo[ ; f'(x) > 0.
3) a) Dresser le tableau de variation de f
b) Montrer que f est une bijection de [0, +oo[ sur [—1, +oo].
4) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans [0, o[ une unique solution a et que a € 10, 1]
5) Soit f~1 la réciproque de f.
a) Donner le sens de variation de f~1

b) Montrer que f~1 est continue et dérivable sur [-1, +oo|

Exercice5 e~ T frser (el S e """ """ BATRET
Le graphique ci-contre est celui d’une fonction f ... \ ............ ...... ...... ...... ......
définie, continue et dérivable sur [~2 ,4]. T\ . ' :
T, est la demi-tangente au pointd’abiscisse 1. i R ------ Sl ! '
T, est la tangente au point de coerdonnées (2, —1). 0 ;»'"L A
T; est la tangente au point de'cgordonnées (4, —2). ...... , .....
1) Reépondre par VRAI eu FAUX en justifiant _________ ” ______ ___________ B
a)f,(~2)=-2; fi®=2;f2)=0

b) La fonction f realise une bijection de [—2, 4] sur Pintervalle [—2 , 3].
2) Justifier que la fonction réciprogque f~! de f n’est pas dérivable au point —1.
3) Calculer (f=1)’ (3) et (f‘l)’g(—Z).
4) Tracer lalcourbe €’ de la fonction f~1.

Exercice 6

. . e . _ 2 . . .
Soit flafonction définie sur par : f(x) = —x + T etsoit €y sa courbe représentative.

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2)"a) Calculer lim f(x) et lim_f(x)
x>+ x—-—1%

b) Dresser le tableau de variation de f

3) a) Donner une équation cartésienne de la tangente T a la courbe C; au point d’abscisse 0.
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4) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans ]—1, +oo[ une unique solution ¢ etque 1 < ¢ < 1,5
5) a) Montrer que f réalise une bijection de |—1,+oo[ sur un intervalle J que I’on déterminera.

b) Montrer que f~1 est dérivable sur J

c) Calculer en fonction de a ; (f ™)' ().
Exercice 7
Soit la fonction f définie sur R par fx) = 2’:1 TN

f(x) =—x+Vx2—x silx<0

1) a) Etudier la continuité de f en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter le résultat. graphiquement.
2) Calculer lim f(x) et lirP f(x). Interpréter le résultat'graphiquement.
X——00 X—+00

. — _1_
3) a) Montrerque Vx >0ona: f'(x) = Gl
2x=1

2y x2—x

b) Montrerquevx < 0Oona: f'(x) = -1+

c) Dresser le tableau de variation de f.

4) Soit g la restriction de f a Pintervalle |—oo:, 0[:
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J que I’on déterminera.
b) Expliciter g~1(x) pour tout x € J.

Exercice 8

Pour chaque question indiquer la répense exacte.

1) Soit f(x) = /ﬁ la bijection d€']2 , 4+oo[ sur ]1, 4+oo[

—2v2 2 o2

a) (FHO =% b) (F D) = 12 0 FHO) =24
2) Lacourbe (C) ci-dessous représente une fonction f définie sur ,
a) (fD'(2)=-2
b) (F1)'(2) = —;
) (fH'(2)=2
Exercice 9 1] fa]
Soit la fonctionwf définie sur 10, 1] par f(x) = 2+“i_x2 et soit Cr sa courbe rsbr%sentative.

1) Etudier.la dérivabilité de f a gauche en 1 et interpréter le résultat graphiquement.

2) Montrer-que f est dérivable sur ]0, 1[ et déterminer f'(x) pour tout x € |0, 1].

3) Dresser le tableau de variation de f.

4)ayMontrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur un intervalle J que I’on déterminera.
b) Montrer que f~1 est dérivable sur ]0, 2]
c) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
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Exercice 10
1

Cos x

Soit f la fonction définie sur [0 ’2—’[ par: f(x) =

1) a) Montrer que f réalise une bijection de [0 ’2—’[ sur [1, +oo[
b) En déduire que f admet une fonction réciproque f~1
c) Calculer £~1(2) et f~1(v2).

3) a) Montrer que f~1 est dérivable sur ]1, +oo[

b) Calculer (f~1)'(2) et (f~1)'(vV2).
1

xV x241

4) Montrer que pour tout x € [1,4+o[ona (f1)'(x) =

Exercice 11
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x — Vx4 +1+ 2 etsoit C; sa courbe représentative.

1) a) Calculer lilp f(x) et interpréter le résultat’graphiquement
X—+00

b) Montrer que la droite A: y = 2x + 2 est une asymptote a Cy au voisinage de —o
¢) Etudier la position relative de Cy et A

VaZ+l-x
VaZ+1

2) a) Montrer que pour tout x € Rona i f'(x) =

b) Dresser le tableau de variation de f
c) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans R une unique solution e etque -1 < a < 0
d) Tracer Cy et A:
3) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 dont on déterminera le domaine de définition
a) Dresser le tableau de variation de f~1
b) Expliciter f~1(x) peurtout x € |]—o0,2[
c) Tracer C,-1 courbe/représentative de f1

Exercice 12

vaZ-1

X

A) Soit la fonction{f.définiesur [1,4+ o[ par: f(x) = + 1. On désigne par C; .

1) Montrer que li{Ln f(x) = 2 etinterpréter le résultat graphiquement.
X—+ 00

2) a) Etudier la'dérivabilité f est a droite en 1. Interpréter le résultat graphiquement.
1

x2/x2-1 .

b) Justifier que f est dérivable sur ]1,+ o[ et que pour tout € [1,+ o[, f'(x) =

c) Dresser le tableau de variation de f.
3) .a).Montrer que f realise une bijectionde [1,+ o[ sur[1,2].
b) Montrer que f~1 est dérivable a droite en 1.

4), Expliciter f~1(x) pourtout€ [1,2].
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B) Soit la fonction g définie sur [0 ’2—’] par :

1
1+sinx

1) Montrer que pour tout € [0 ’2—’] ,g(x) =

2) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur E ,1] .

3) Montrer que g1 est dérivable sur |> , 1| et que (g71)'(x) = ——i .
2 xV2x—1
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