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Fonctions réciproques 4ème Sc Techniques 

Dans tous les exercices le plan est rapporté à un repère orthonormé (𝑶 , 𝒊 , 𝒋). 

Exercice 1 

Soit 𝒇  la fonction définie sur [𝟎 , +∞[ par : 𝒇(𝒙) =
𝟒−𝒙𝟐

𝒙𝟐+𝟏
  et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative.   

1)  Montrer que 𝒇 est dérivable sur [𝟎 , +∞[ et que ∀𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[ ; 𝒇′(𝒙) =
−𝟏𝟎𝒙

(𝒙𝟐+𝟏)
𝟐  

2)  Dresser le tableau de variation de 𝒇 sur [𝟎 , +∞[ et préciser le nombre dérivé de 𝒇 à droite en 0. 

3)  Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [𝟎 , +∞[ sur ]−𝟏 , 𝟒]. 

4)  Soit 𝒇−𝟏 la réciproque de 𝒇. 

     a) Donner le tableau de variation de 𝒇−𝟏  

     b) Calculer 𝒇−𝟏 (𝟎) et (𝒇−𝟏) ′(𝟎). 

     c) Montrer que 𝒇−𝟏 est dérivable sur ]−𝟏 , 𝟒[ on précisera la dérivabilité de 𝒇−𝟏  à gauche en 𝟒 

     d) Expliciter 𝒇−𝟏 (𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]−𝟏 , 𝟒].   

Exercice 2      

Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ  par : 𝒇(𝒙) = 𝟑 − √𝒙𝟐 + 𝟏  et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative.   

1)  Dresser le tableau de variations de  𝒇. 

2)  Soit 𝒈 la fonction définie sur ℝ  par : 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒙. 

      a) Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝟎 admet dans ℝ une unique solution 𝜶. 

      b) En déduire que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙 admet dans ℝ une unique solution 𝜶 et que 𝟏 < 𝜶 < 𝟏, 𝟓. 

      3) Soit 𝒉 la restriction de 𝒇 à l’intervalle [𝟎 , +∞[. 

     a) Montrer que 𝒉 réalise une bijection de ℝ+ sur ]−∞ , 𝟐] . 

     c) Montrer que la fonction 𝒉−𝟏 réciproque de 𝒉 est continue sur ]−∞ , 𝟐]  et préciser son sens de 

variation sur  ]−∞ , 𝟐]. 

4)  a) Montrer que 𝒉−𝟏 est dérivable sur l’intervalle ]−∞ , 𝟐[. 

     b) Montrer que 𝒉−𝟏 n’est pas dérivable en 𝟐. 

     c) Calculer 𝒉−𝟏(𝒙) en fonction de 𝒙 pour tout 𝒙 ∈ ]−∞ , 𝟐[. 

Exercice 3 

1)  Soit la fonction 𝒇 définie sur ]𝟎 , +∞[ par 𝒇(𝒙) = √
𝒙+𝟏

𝒙
 

     a) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙)  et   𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙). Interpréter les résultats graphiquement. 

     b) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ]𝟎 , +∞[ et que ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[ on a  𝒇′(𝒙) =
−𝟏

𝟐𝒙𝟐√
𝒙+𝟏

𝒙

 

     c) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ]𝟎 , +∞[ sur un intervalle 𝑱 que l’on précisera. 

     d) Expliciter 𝒇−𝟏(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ 𝑱. 

2)  Soit la fonction 𝒈 définie sur ]𝟎 , +∞[ par 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒙 

     a) Dresser le tableau de variation de 𝒈.                                       

ht
tp

://
m

at
he

m
at

iq
ue

s.
ko

ol
i.m

e/
   

  5
8 

 3
00

  1
74

http://mathematiques.kooli.me/


 

Kooli Mohamed Hechmi     58 300 174          http://mathematiques.kooli.me/ Page 2 
 

     b) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙 admet une unique solution 𝜶 dans ]𝟎 , +∞[ et que 𝟏 < 𝜶 < 𝟐. 

3)  a) Montrer que ∀𝒙 ∈ [𝟏 , +∞[  on a  |𝒇′(𝒙)| ≤
𝟏

𝟐
. 

     b) En déduire que ∀𝒙 ∈ [𝟏 , +∞[ on a : |𝒇(𝒙) − 𝜶| ≤
𝟏

𝟐
|𝒙 − 𝜶| 

Exercice 4 

Soit 𝒇  la fonction définie sur [𝟎 , +∞[  par : 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟏 + √𝒙𝟐 + 𝒙  et soit 𝑪𝒇 sa courbe 

représentative.         

1)  Montrer que 𝒇 est continue sur [𝟎 , +∞[  

2)  a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en 𝟎 et interpréter géométriquement le résultat obtenu  

     b) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ]𝟎 , +∞[ et calculer 𝒇′(𝒙). 

     c) En déduire que ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[ ; 𝒇′(𝒙) > 𝟎.  

3)  a) Dresser le tableau de variation de 𝒇 

     b) Montrer que 𝒇 est une bijection de [𝟎 , +∞[ sur [−𝟏 , +∞[. 

4)  Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet dans [𝟎 , +∞[  une unique solution 𝜶 et que 𝜶 ∈ ]𝟎 , 𝟏[ 

5)  Soit 𝒇−𝟏 la réciproque de 𝒇. 

     a) Donner le sens de variation de 𝒇−𝟏 

     b) Montrer que 𝒇−𝟏 est continue et dérivable sur [−𝟏 , +∞[ 

Exercice 5 

Le graphique ci-contre est celui d’une fonction 𝒇  

définie, continue et dérivable sur [−𝟐 , 𝟒]. 

𝑻𝟏 est la demi-tangente au point d’abscisse 𝟏. 

𝑻𝟐 est la tangente au point de coordonnées (𝟐 , −𝟏). 

𝑻𝟑 est la tangente au point de coordonnées (𝟒 , −𝟐). 

1)  Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant    

     a) 𝒇′
𝒅

(−𝟐) = −𝟐 ;  𝒇′
𝒈

(𝟒) = 𝟐 ;  𝒇′(𝟐) = 𝟎 

     b) La fonction 𝒇 réalise une bijection de [−𝟐 , 𝟒] sur l’intervalle [−𝟐 , 𝟑]. 

2)  Justifier que la fonction réciproque 𝒇−𝟏 de 𝒇 n’est pas dérivable au point −𝟏. 

3)  Calculer (𝒇−𝟏)′
𝒅

(𝟑) et (𝒇−𝟏)′
𝒈

(−𝟐). 

4)  Tracer la courbe 𝑪′ de la fonction 𝒇−𝟏. 

Exercice 6 

Soit 𝒇 la fonction définie sur par : 𝒇(𝒙) = −𝒙 +
𝟐

√𝒙+𝟏
  et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative.   

1)  Déterminer le domaine de définition de 𝒇. 

2)  a) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟏+

𝒇(𝒙) 

     b) Dresser le tableau de variation de 𝒇 

3)  a) Donner une équation cartésienne de la tangente 𝑻 à la courbe 𝑪𝒇  au point d’abscisse 𝟎. 
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     4)  Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙 admet dans ]−𝟏 , +∞[ une unique solution 𝜶 et que 𝟏 < 𝜶 < 𝟏, 𝟓  

5)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ]−𝟏 , +∞[  sur un intervalle 𝑱 que l’on déterminera. 

     b) Montrer que 𝒇−𝟏 est dérivable sur 𝑱                        

     c) Calculer en fonction de 𝜶 ; (𝒇−𝟏)′(𝜶). 

Exercice 7 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ℝ par   {
𝒇(𝒙) =

−𝒙

𝟐𝒙+𝟏
                       𝐬𝐢   𝒙 ≥ 𝟎

𝒇(𝒙) = −𝒙 + √𝒙𝟐 − 𝒙     𝐬𝐢   𝒙 < 𝟎
 

1)  a) Etudier la continuité de 𝒇 en 𝟎. 

     b) Etudier la dérivabilité de 𝒇 en 𝟎. Interpréter le résultat graphiquement. 

2)  Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  et   𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙). Interpréter le résultat graphiquement. 

3)  a) Montrer que ∀𝒙 > 𝟎 on a : 𝒇′(𝒙) =
−𝟏

(𝟐𝒙+𝟏)𝟐 

     b) Montrer que ∀𝒙 < 𝟎 on a : 𝒇′(𝒙) = −𝟏 +
𝟐𝒙−𝟏

𝟐√𝒙𝟐−𝒙
  

     c) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

4)  Soit 𝒈 la restriction de 𝒇 à l’intervalle ]−∞ , 𝟎[. 

     a) Montrer que 𝒈 admet une fonction réciproque 𝒈−𝟏 définie sur un intervalle 𝑱 que l’on déterminera. 

     b) Expliciter 𝒈−𝟏(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ 𝑱. 

Exercice 8 

Pour chaque question indiquer la réponse exacte. 

1)  Soit 𝒇(𝒙) = √
𝒙

𝒙−𝟐
  la bijection de ]𝟐 , +∞[ sur ]𝟏 , +∞[ 

a) (𝒇−𝟏)(𝒚) =
−𝟐𝒚𝟐

𝟏−𝒚𝟐                            b) (𝒇−𝟏)(𝒚) =
𝟐𝒚𝟐

𝟏−𝒚𝟐                        c) (𝒇−𝟏)(𝒚) =
−𝟐𝒚𝟐

𝒚𝟐−𝟏
 

2)  La courbe (𝑪) ci-dessous représente une fonction 𝒇 définie sur ℝ 

a) (𝒇−𝟏)′(𝟐) = −𝟐                                     

b) (𝒇−𝟏)′(𝟐) = −
𝟏

𝟐
                             

c) (𝒇−𝟏)′(𝟐) = 𝟐 

Exercice 9 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ]𝟎 , 𝟏] par 𝒇(𝒙) =
𝟐+√𝟏−𝒙𝟐

𝒙
  et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative.    

1)  Etudier la dérivabilité de 𝒇 à gauche en 1 et interpréter le résultat graphiquement. 

2)  Montrer que 𝒇 est dérivable sur ]𝟎 , 𝟏[ et déterminer 𝒇′(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟏[. 

3)  Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

4)  a) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏 définie sur un intervalle 𝑱 que l’on déterminera. 

     b) Montrer que  𝒇−𝟏 est dérivable sur ]𝟎 , 𝟐] 

     c) Expliciter 𝒇−𝟏(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ 𝑱.               
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Exercice 10 

Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ par : 𝒇(𝒙) =

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

1)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ sur [𝟏 , +∞[ 

     b) En déduire que 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏 

     c) Calculer 𝒇−𝟏(𝟐) et 𝒇−𝟏(√𝟐). 

3)  a) Montrer que 𝒇−𝟏 est dérivable sur ]𝟏 , +∞[ 

     b) Calculer (𝒇−𝟏)′(𝟐) et (𝒇−𝟏)′(√𝟐). 

4)  Montrer que pour tout 𝒙 ∈ ]𝟏 , +∞[ on a (𝒇−𝟏)′(𝒙) =
𝟏

𝒙√𝒙𝟐−𝟏
 

Exercice 11 

Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ par 𝒇(𝒙) = 𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝟐    et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative.     

1)  a) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) et interpréter le résultat graphiquement 

     b) Montrer que la droite ∆∶ 𝒚 = 𝟐𝒙 + 𝟐 est une asymptote à 𝑪𝒇 au voisinage de −∞ 

     c) Etudier la position relative de 𝑪𝒇 et ∆∶ 

2)  a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ ℝ on a : 𝒇′(𝒙) =
√𝒙𝟐+𝟏−𝒙

√𝒙𝟐+𝟏
 

     b) Dresser le tableau de variation de 𝒇       

     c) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet dans ℝ une unique solution 𝜶 et que −𝟏 < 𝜶 < 𝟎 

     d) Tracer 𝑪𝒇 et ∆∶  

3) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏 dont on déterminera le domaine de définition 

     a) Dresser le tableau de variation de 𝒇−𝟏 

     b) Expliciter 𝒇−𝟏(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ ]−∞ , 𝟐[ 

     c) Tracer 𝑪𝒇−𝟏 courbe représentative de 𝒇−𝟏 

Exercice 12 

A)  Soit la fonction 𝒇 définie sur [ 𝟏 , +  [ par : 𝒇( 𝒙 ) =
√𝒙𝟐−𝟏

𝒙
+ 𝟏. On désigne par 𝑪𝒇 . 

1)  Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟐 et interpréter le résultat graphiquement. 

2)  a) Etudier la dérivabilité 𝒇 est à droite en 𝟏. Interpréter le résultat graphiquement. 

     b) Justifier que 𝒇 est dérivable sur ]𝟏 , +  [ et que pour tout ∈ ]𝟏 , +  [ , 𝒇′(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐√𝒙𝟐−𝟏
 . 

     c) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

3)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [ 𝟏 , +  [ sur [ 𝟏 , 𝟐[ . 

     b) Montrer que 𝒇−𝟏 est dérivable à droite en 𝟏. 

4)  Expliciter 𝒇−𝟏(𝒙) pour tout ∈ [ 𝟏 , 𝟐[ . ht
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B)  Soit la fonction 𝒈 définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] par : {

𝒈(𝒙) =
𝟏

𝒇(
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
)

   𝒔𝒊 𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[

𝒈 (
𝝅

𝟐
) =

𝟏

𝟐
                                    

 

1)  Montrer que pour tout ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] , 𝒈(𝒙) =

𝟏

𝟏+𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

2)  Montrer que 𝒈 admet une fonction réciproque 𝒈−𝟏 définie sur [
𝟏

𝟐
 , 𝟏] . 

3)  Montrer que 𝒈−𝟏 est dérivable sur ]
𝟏

𝟐
 , 𝟏] et que (𝒈−𝟏)′(𝒙) = −

𝟏

𝒙√𝟐𝒙−𝟏
 . 
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