Fonction logarithme népérien 4éme Mathématiques

-

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,1, j).

Exercice 1

fx)=xInx—x si x>0

Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par : {f(o) =0

et soit Crsa courbe

représentative.
1) a) Montrer que f est continue a droite en 0
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter-e résultat graphiguement.
2) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Etudier la branche infinie de Cy.
c) Déterminer le point I intersection de la courbe (C) avec I’axe des abscisses autre que O.
d) Construire la courbe Cy.
3) Soit g la restriction de f a Pintervalle [1 , +oof:
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g1 définie sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Etudier la dérivabilité de g~ a droite-en —1

4) Tracer la courbe de g1 dans leaméme repére.
e
5) a) Calculer f xInxdx
1
b) En déduire I’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C), I’axe des abscisses et les droites

d’équations x =1 et x =.e:

Exercice 2
e

On considére la suite«(I,,) définie sur N par: I,, = f x(Inx)" dx
1

1) Alaide d’une intégration par parties calculer I,.
2) a) Montrer que pourtoutne N, I,, >0

b) Montrer que la suite (I,,) est décroissante, en déduire que la suite (I,,) est convergente.

2 n+1

3) a)-A Paide d’une intégration par parties montrer que pour toutn € N,ona: I, .4 = % - TI"'

b) Calculer I, et I5.
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e

4) Calculer f x(1+Inx)3 dx.
1

Exercice 3
1 x2n+1

On considére la suite (U,,) définie sur N par: U, = Zf dx
0

1+ x2

1) a) Montrerquevne N ; U, > 0.

b) Montrer queVn € N ; U, + U,, = ﬁ

2) Calculer Uy, U4 et U,

3) Montrer que (U,,) est décroissante.
4) En déduire que (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 4

1 1

dx et sz In(x + 1) dx.
0

On posepourtoutx € |[—1,+o0[; A=
pose p ] [ L1+x

g S X _q_ L
1) a) Vérifier que pourtoutxe]—1,+oo[ona.1+x— 1-—

b) En déduireque A =1 —1n2.

¢) A Paide d’une intégration par patties, calculer B.

n

dx.

1
2) Pour tout entier naturel n non nul on pose : I,, = f In(x+1) + 1+ x
0

a) Donner la valeur de I,.
b) Montrer que la suite (I,;) est décroissante et que Vvn € N*ona: I, = 0.

c) En déduire que la suite réelle (I,,),,cn+ €St une suite convergente.
1 X"

3) Montrer que pour/toutn € N*ona:0 < f et en déduire la limite de I,,.
0

dx <
1+x x_n+1
Exercice 5

A) Soit f la fonction definie par : f(x) = In(1 + 2x) et soit Cf sa courbe représentative.

1) a) Déterminer le domaine de définition de f.

b) Etudierles.variations de f.
2) Montrer que Vx € 10,4+ ona: f(x) =Ilnx+In G+ 2)
3) Soit\g la fonction définie]—% ,+oo[ sur par: g(x) = f(x) — x.
a) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans ]—% , +oo[ exactement deux solutions 0 et « et que

1<a<15

b) En déduire le signe de g(x) sur ]—% ,+oo[.
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c) Etudier les positions relatives de C et la droite A : y = x.
4) a) Etudier la branche infinie de Cy.
b) Tracer Cy etA.

5) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur un intervalle J que ’on précisera.

b) Construire la courbe C,-1 représentative de f~1 dans le méme repére.
6) Soit A(a) I’aire de la partie du plan limitée par les courbesC; et'C =1 et les droites d’équations :

x=0¢etx=a Montrer que 4(a) = a? — a.

B) Soit la suite (U,,) définiesur N par: U, =1¢et U,,; = f(U,) ;Vn €N,
1) MontrerquevneNona: 1<U, <a«a.

2) Montrer que la suite (U,,) est strictement croissante.

3) En déduire que la suite (U,) est convergente et calculer sa limite.

Exercice 6

T
4

Soit la suite U définie sur N*par: U, = j (tan'x)™ dx
0

1) a) Calculer U, et U,.

1

b) Montrer que vn € N ona:: Uy + Upyp=—

c) Calculer Uz et U,
2) a) Montrerquevne N*ona:U, =0
b) Montrer que la suite U est décroissante.
c) Montrer que la suite U est convergente et calculer sa limite.
sinx

3) a) Montrer que pour tout n*> 2 et Vx € [0 Z] ona: (tanx)" < (cos )"

. . . 1 n-1
b) En déduire que pour.teutn > 2 ona :U, < E((ﬁ) — 1)
Exercice 7

Soit g la fonction définie.sur ]0, +oo[ par g(x) = 1 + x?> — 2x%In x.

1) Calculer lim g (x)-et montrer que lim g(x) = —oo.
x-07* x—>+00

2) a) Montrer, que.pour tout x € ]0,+oo[; g'(x) = —4xInx.
b) Dresser lestableau de variation de g.

3) a) Montrer.que I’équation g(x) = 0 admet dans ]0 , +oo[ une unique solution a.
b) Vérifierque 1,8 < ¢ < 1,9.
c) Déduire le signe de g(x) sur ]0 , +oo[.

Inx
1+x2

4) On‘considere la fonction f définie sur ]0, +oo[ par f(x) =
a)'Calculer lim f(x) et montrer que lim f(x) = 0.
x-07* x—+00

b) Montrer que f est dérivable sur ]0,+o[ etVx € |0, +oo[ ; f'(x) = i JC

x(1+3\52)2
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- 1
c) Vérifier que f(a) = 77
5) a) Etudier les variations de f et tracer la courbe Cy de f.
Exercice 8

Dans le graphique ci-contre I est la courbe représentative)]2e

dans un repére orthonormé, d’une fonction f définie T 77777 77777 77777
sur intervalle [0, +oo[ et dérivable sur 0, +oo[. R """ """ """ """ """ """ """
*Les points O, A et B appartiennent a I'. 3 ---- -----
*La droite (AC) est la tangente a I au point A. 2 55 ----- _____
* I admet une branche parabolique de direction o JFL 77777 77777 l 77777 l 77777 77777 J 77777 LJ

I’axe des ordonnées au voisinage de +oo.

* I' admet une demi tangente verticale a droite en 0.
1) Par une lecture graphique :
a) Déterminer £(0), f(2), f(2e), f'(2) et f'(2e).
I - Yim f(x) et lim £2
x—+o00 | X

L
X X—+00

b) Déterminer ,}i%1+
c) Justifier que la restriction g de f a Pintervalle [2, +oo[
admet une fonction réciproque g1 et préciser’ensemble de définition de g~ 1.
2) On admet que g est definie par g(x) =.x(1 +In2 — Inx), pour tout x > 2 . On désigne par C, la
courbe représentative de g et par C -1 celle de g~ dans un repére orthonormé.
Tracer Cyet Cy-1.

3) Soit D Iaire de la partie du plan limité par les axes (0 ,1) et (0 ,]) et les courbes C, et C,1.

2e
b) Montrer a I'aide d’'une‘intégration par parties que: f g(x)dx = e* — 3 et calculer l'aire D.
2

Exercice 9
1) Soit la fonction f définie sur 10, +oo[ par f(x) = 1 + In?x et soit Cr sa courbe représentative.
a) Dresser le tableau,de variation de f.
b) Etudier les branches infinies Cy de puis tracer Cy.
2) Soit g la restriction de f a Pintervalle [1, +oo[
a) Montrenquie g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J que I’on précisera.

b) TracerC ;-1 dans le méme repére.

3) Soitlasuite (I,,) définie sur N* par I, =

Sl fe(ln x)"dx
1

n
e

4).a)yMontrer que Vn € N*ona: osf (Inx)"dx<e—1
1

b) En déduire la limite da la suite (I,,)

5) a) Calculer I
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(_1)n+1
n+1

b) Montrerquevn e N*ona I,,4 = e+nl,

c) Calculer I, , I5 et I,
6) Soit &% 1a mesure de P’aire de la partie limitée par la courbe C; I’axe des absecisses et les droites

d’équations x = letx =e

a) Calculer &%

b) Calculer je(f(x))zdx.
1

Exercice 10
A) Soit g la fonction définie sur ]0,+o[ par: g(x) = x* “1+3Inx
1) a) Calculer J}Ll(l)l+ g(x) et xl_i)l:loog(x)
b) Dresser le tableau de variation de g.
c) Calculer g(1).
2) Endéduireque:si 0 < x <1 alors g(x) < 0=et.si x > 1 alors g(x) > 0.

Inx

B) Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(x}=x—3 — =

1) Déterminer lim f(x) et lim f(x)
x-07* x—+00

2) a) Montrer que Vx € ]0,+oo[; f'(x) = %
b) Dresser le tableau de variation de.f.
3) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans ]0, +oo[ exactement deux solutions a et B et tels que
0,5<a<0,6 etque3 <pB <31
4) On deésigne par Cy la courbe representative de f (unité graphique cm )
a) Montrer que la droite Dy.= x — 3 est une asymptote a C¢
b) Etudier la position de.C¢par rapporta D.
c) Tracer D et Cy.

1+2Inx
4x2

5) Soit F la fonction.définie sur ]0 ,+oo[ par : F(x) =

Inx

a) Montrer que Vx € 10, +oo[ ; F'(x) = -5

b) Soit A(a) Yaire de la partie du plan limité par la courbe C; la droite D et les droites

-2a*+6a3+a?-1 2

x=a et x =1 Montrer que (a) = cme.

o2
Exercicedl
Soit la fonction f définie sur |0, +oo[ par: f(x) = ;11 +In(x) —In(x + 1).
1) Déterminer ,}L‘(ﬂ f(x) et xlilflm f(x).

1

2)..8) Montrer que pour tout x € ]0,+co[, ona: f'(x) = ;==

b) Dresser le tableau de variation de f.
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3) On areprésenté ci-dessous la courbe représentative C¢ de f ainsi que la courbe C,4 de la fonction g

définie sur [0, +oo[ par (x) = ;11 )

2

a) Calculer a I'aide d'une intégration par parties : f In(x + 1) dx
1

D) En déduire I’aire de la partie du plan comprise entre les courbes.Cy et C, et les droites
d’équations : x = 1 et x = 2.
4) Soit la suite (U,,) définiesur N*par: U,, =1+ % + ; + %— Inn.

a) Vérifier que pour toutn € N*,ona: U, — U, = f(n).

b) En déduire le sens de variation de (U,,).
k+1

1 1
E-Yazo
X

5) a) Soit un entier k > 1 .Justifier que : f X

k
b) En déduire que pourtoutk > 1ona:In(k+ 1) —In(k) < % .
c) Montrer que pourtoutk > 1ona:In(n+ 1) <1 +%+§+ i

d) Prouver que la suite (U,,) est convergente.

Exercice 12

In(x+1) ,
xX)=——— six>0 . , .
fx) Vx et soit C sa courbe représentative.

f(0)=0

1) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite en 0.

Soit la fonction f définie sur [0, +oo] par : {

b) Montrer que pour tout x € [0,+o[ona: f(x) = 0.
X
2).Soit la fonction F définie sur [0, +oo[ par : F(x) = f f(t)dt.
0

a) Justifier I’existence de F.
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2t

X
b) Alaide d’une intégration par parties montrer que : F(x) = 2+/xIn(x + 1) — J 1+t
0

3) Soit la fonction g définie sur [0, +oo[ par : g(x) = 2vx .

1+x

T tanzx
et soit H la fonction définie sur [0 ,E[ par H(x) = f g(t) dt.
0

a) Montrer que H est dérivable sur [0 ’Z—I[ et que H'(x) = 4tan?x.

1
/4
b) Expliciter H(x) pour tout x € [O 'E[ .Puis calculer I = f g(t) dt.
0

4) Calculer Iaire 7 de la partie du plan limitée par la courbe Cj et les droites d’équations
x=0,x=1ety=0.
Exercice 13

1) Dans la figure ci-dessous, on represente la courbe C¢ d’une fonction définie sur [; ,e]

par f(x) = In3x — 3Inx et les demi- tangentes a la/courbe C; aux points d’abscisses respectives % ete

a) En utilisant le graphigue’: montrer que f réalise une bijection de E ,e] sur [-2,2].
On note f~1 la fonction'réciproque de f et C;-1 la courbe représentative de fL

b) Tracer la courbe C;-1 et les demi- tangentes a C¢-1 aux points d’abscisses respectives —2 et 2.
e
2) Soit la suite (ay,);,>; définie par : a, = f (Inx)" dx
1

a) Calculer ay
b) Montrer;-a I’aide d’une intégration par parties, que pour tout entiern>1; a,,; =e— (n+ 1)a,
c) Endeduire que a; = 6 — 2e

3) Soit\ Iaire de la partie du plan limité par la courbe C -1 et les droites d’équations x =0 et y =e
e
a).Calculer f f(x) dx
1

b) En déduire A.

Exercice 14
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A) Soit ¢ la fonction définie sur ]1,4oo[ par: @(x) = xf—l +In(x — 1).

1) a) Montrer que ¢ est dérivable sur |1,+o[ etque Vx € |1, +oo[ ; ¢'(x) = (x 1)2

b) Déterminer ,}H{l o(x) et xlﬁign()()rp(x).
c) Dresser le tableau de variation de ¢ et en déduire que Vx € |1, +oo[ ; @(x) > 0.
B) Soit f la fonction définie sur ]1,+oo[ par : f(x) = xIn(x — 1) et'soit)C sa courbe représentative.
1) a) Montrer que f est dérivable sur ]1,+oo[ et que Vx € |1, +oof: f'(x) = @(x).
c) Dresser le tableau de variation de f.
2) a) Montrer que le point I(2, 0) est un point d’inflexion de.C.
b) Donner une équation cartésienne de la tangente a C¢ au,point I.
c) Déterminer I’intersection de C avec la droite D : y = x et étudier les positions relatives de Cy et D.
d) Construire Cy (on précisera la nature de la branche infinie au voisinage de +oo )
3) a) Montrer que f est une bijection de |1, 4+ o[ sur.R.
b) Montrer que f~1 la fonction réciproque de f€st dérivable sur R et calculer (f~1)'(1 + e).
c) Tracer dans le méme repére la courbe C'(représentative de f~1.
4) Soit A Iaire de la partie du plan limitéé parda courbe Cy I’axe des abscisses et les droites d’équations
x=2 et x=3
a) Vérifierque v x > 1 ;i=x+1+—
b) En déduire A.
Exercice 15

1) Soit f la fonction définie sur.]0.,4o[ par: f(x) = Inx

a) Montrer que pour toutt.€{x,x + 1],ona: i <f'(t) < %

b) En déduire que x 30, bna: — (x+1)

x| =

n

1 1
2) PournEN*onposeUn=1+E = Z
=1

a) Montrer que pour tout e N*,ona: U, — 1 +i1 In(n+1) <U,.

b) Déduire.un-encadrement de U,, puis montrer que lim Do,

n-+oo N

3) a) Montrerque pour toutt > 0,ona: 1 -t < ﬁ <1

2
b) Déduire que pour tout x > 0,0na: x — - < In(1 +x) < x.

4) On pose pour toutn € N*, V,, = 2

n!

a) Montrer que ln( l’/‘:l) nln (1 + %)

- N 1 1 1
b) Justifier que pour tout k € N* ona: T2 S <In (1 + ) .
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c) Déduire que pour tout n € N*, n — % U, <In(V, 1) <n, montrer alors que lim 0w _ 4,

n—-+oo

5) Onpour toutn € N*, W, = 7=

a) Montrer que In(W,,) = @

b) Déduire lim '%%
Exercice 16
Soit f la fonction définie par : f(x) = 1 + In[x(2 — x)] et soit C¢sa.courbe (unité graphique 4 cm).
1) Montrer que ]0,2[ est le domaine de définition de f et dresser le tableau de variation de f
2) a) Montrer que la droite d’équation x = 1 est un axe de symeétrie de Cy.
b) Déterminer les abscisses des points d’intersection de.a courbe C; avec la droite (0,7) .On notera

xo la plus petite de ces abscisses.
3) Soit ¢ la fonction définie sur 10, 2[ par : ¢(x) = f(x) — x.
a) Dresser le tableau de variation de la fonction.¢:
b) En déduire que I’équation ¢ (x) = 0 admet.dans ]0,2[ exactement deux solutions dont ’une est 1
et I’autre sera notée a.
c) Vérifier que xy < a@ < 0,3 et que Infa(2— a)] = a — 1.
d) Donner le signe de @(x) et en déduire la position de la courbe Cy et la droite A: y = x.
4) Tracer Cy et A (on prendra xo, = 0,2)
5) Soit g la restriction de f a intervalle |0, 1].
a) Montrer que g réalise une bijection de 10, 1] sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Calculer g~1(x) pour tout'x.€ J.
¢) Tracer la courbe (C") de g1
Exercice 17
A) Soit g la fonction définie sur ]0,+o[ par g(x) =2(x — 1) — Inx
1) a) Etudier les variatioens de g.
b) En déduire que'¥équation g(x) = 0 admet exactement deux racines 1 et et que 0,2 < a < 0, 25.

c) Déterminer.le'signe de g(x) sur ]0, +ool.

_ x(lnx)2 . %
2) Soit f la fonction définie sur R, par : fx) = w1 S1XE Ri\{1} et soit C sa courbe.
fO=f1)=0

a) Montrer que f est continue sur R,.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter le résultat graphiquement.

c)*Montrer que f est derivable en 1 et donner une équation de la tangente T a Cf en A(1,0).

3)_a)-Montrer que Vx € R;\{1},ona: f'(x) = !](SC—);I)I:

b) Dresser le tableau de variation de f.

4) Soit ¢ la fonction définie sur R, par ¢(x) = f(x) —x + 1.
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2
a) Vérifier que pour tout x € Ri\{1}ona: ¢'(x) = — (i“_—’; — 1) .
b) Etudier les variations de ¢. ( Calculer ¢ (1) ).

¢) En déduire la position relative de T et Cy.
4) Soit h la fonction définie sur [0 %] par h(x) = 4x% — 4x.

a) Montrer que f(a) = h(a).
b) Etudier le sens de variation de h et en déduire un encadrement de f(a).

b) Tracer T et Cs (unité graphique cm).
X
B) Soit F la fonction définie sur [1,+oo[ par : F(x) = f f(®) dt.
1

4(In t)?
t

1) Montrer que Vt € [1,4+[,ona: f(t) > , en déduire que Vt € [1,+ o], F(x) > g(ln x)3.

2) Dresser le tableau de variation de F.
3) Soit (U,,) la suite définie sur N* par : U,, = F(n + 1) — F(n).
a) Montrerquevn e N*, f(n) < U, < f(n + 1).

n

b) En déduire lim U, et lim In
n—>+oo

n-+o N
Exercice 18
OnposeVnEN*1n=.f1 dx et ]n=f1 nx’ dx
o 1+x™ o 1+x™
1) a) Vérifierquevn e N*ona:J, +nl, =n.
b) Calculer I
c) Montrerque vx > 0onail = x" < L <1

T 14am T
d) En déduirequevn € N*ona: 1 — ﬁ < I,, < 1. Déterminer alors lilp L,.
n—->+oo

1
2) a) Al'aide d’'une intégration par parties montrer que J, =In2 — f In(1 + x™) dx.
0

[On pourra écrire polron > 2 ; = = LA x]
P P =g 14

b) Montrerque¥Y ¢t >0ona: 0<In(1+¢t) <t

1
En dédui :0< | In(1 ) dx <
¢) En déduire que _fo n(1+ x™) x_1+n

etque lim J,, =In2.
n—+oo
3) En déduire lirP n(1-1,).
n—>+oo

Exercicenl9

1 e
Soit-la suite (U,,) définie sur N* par U, = ;f (Inx)" dx

1

T Montrer que vn e N*ona: U, = 0.

2). a) Montrer que Vvn € N*etvVx € [1,e] ona: ﬁ(ln ) < %(ln x)™.

b) En déduire que la suite (U,,) est décroissante.
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c) En déduire que la suite (U,,) est convergente.

3) a) Montrerque Yyn € N*ona: Uy, = ﬁ -U,
b) Calculer U4, U, et Us
¢) Montrer que vn € N*ona: U, < -
d) En déduire alors la limite de la suite (U,,).
Exercice 20
Soient les suites (U,,) et (V,,) définies sur N* par :

1 1"
—...+( )
4 n+1

1 1 1
Un=]x"ln(1+x)dx et Vp=1—-+4+-—

o 2" 3
In2

1) a) Montrer que Ve N"ona:0<U, <. —

b) En déduire lim U,

n—-+oo

2) OnposeS,=1—x+x%—x3+ -+ (—1)"x"avecx € [0,1] et n € N*

1 (_1)nxn+1 1 ., n+1
Mont S, = t V, =In2 -1)" d
a) Montrer que S, 1+x+ 1+ % et-que V, =1In2+(-1) L1+x x
b) En déduire que |V, — In2| < — puis déterminer ler Va
n—->—+oo

3) a) En utilisant une intégration par parties montrer que : U,, = n2 4 (;in(l 2-V,)
b) En déduire nl_i)llloo(n + 1)U,

Exercice 21

1) Soit la fonction f définie sur 10, +oo[ par : f(x) = Inx — xlnx + x.

a) Calculer lim f(x); llm f(x) et lim 1®
X—

xo+00 X
b) Montrer que pour toutx €+]0,+o[ona: f'(x) = %— Inx.
2) Dans la figure ci-dessous; C, et Cj, sont les courbes représentatives dans un repere orthonormé
(0,1,)). des fonctions g-et h définies sur ]0,+oo[ par : g(x) = % et h(x)=Inx.
Les courbes C, et €y seé coupent en un point d’abscisse f3.
a) Par lecturé graphique donner le signe de f'(x).
b) En déduire-le sens de variation de f.
c) Montrer.que f(B) = B + % - 1.
3) On désigne par Cy la courbe représentative de f dans le repere (0,1, ).
a) Etudier la position relative de Cy et Cp,.
b)*Montrer que la courbe Cf coupe I’axe (0, 1) en deux points d’abscisses respectives x; et x, telles
que 0,4 <x;<0,5et 3,8<x,<3,9.
c) Placer dans le repére (0,1,j) les points A(B,0) et B (O, %)
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d) Tracer Cy.
4) Pour tout réel t de Pintervalle |0, +oo[\{B}, on désigne par 5&(t) I’aire de la partie du plan S(t)
limitée par les courbes C, et Cy, et la droite d’équation x = t.

a) Montrer que pour tout réel t € ]0, +oo[\{B}, ona: s&t) = f(B) — f(L).

b) Soit t, > B. Hachurer S(t,).

c) Montrer qu’il existe un unique réel t; dans |0, B[ tel que s&(£,)= #&(t,)

Hachurer S(t,).

Exercice 22

A) Soit g la fonction définie sur |0, +oo[ par: g(x) =x+1+Inx.

1) Etudier les variations.de.g.

2) Montrer que I’équation~g(x) = 0 admet dans |0, +o[ une unique solution a
etque:0,27 < a<0,28

3) Déduire le signe de g(x) pour x € R}

xIn x .
f(x) =—7 Six> 0

f(0) =0

On désigne par€ la courbe représentative de f (unité graphique 4 cm)

B) Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par : {

1) a) Montrer-que f est continue a droite en 0.

b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

g(x)
(x+1)2

2) a).Montrer que f est dérivable sur |0 ,+oo[ et que Vx >0 ona: f(x) =

b) Veérifier que f(a) = —a.
¢) Dresser le tableau de variation de f.

3) a) Calculer lim IO o interpréter graphiquement le résultat obtenu

x>+ X
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b) Tracer la courbe Cy.
4) Soit h la restriction de f a Pintervalle Ja , +oo].

a) Montrer que h réalise une bijection de [a, +oo[ sur [—a , +oo.

b) Montrer que h~! la fonction réciproque de h est dérivable sur [—a, +ed[ et calculer (h=1)'(0)

c) Etudier la dérivabilité de h~1 a droite en -a.
5) Construire la courbe (€") de h~! dans le méme repére.
Exercice 23
1) Soit a un réel strictement positif et x un réel de I’intervalle [a, a4 1[.

a) Ordonner du plus petit au plus grand les réels i : i of 11

b) En déduire que ﬁ <In(a+1)—Ina Si (1)
2) Soit (S,,) la suite définiepourn > 2par S, =1 +§+§+ +i

a) Montrer, en utilisant (1) ,que S,, — 1 <In(n) < §,.
b) En déduire lim S, puis nlilf’ool:_nn
3) Soit (U,,) la suite définie pour n > 2 par U= S, — In(n)
a) Montrer la suite (U,,) est minorée parQ
b) Etudier la monotonie de la suite (U;y»)
Exercice 24
1) Soit g la fonction définie sur ]0,+o[ par g(x) =1+ x—xInx
a) Dresser le tableau de variation de g.
b) Montrer que I’équation g(x)’= 0 admet une unique solution @ dans ]0 , +oo]
etque 3,5<a<3,6

c) Déterminer le signe de.g(x) sur ]0, +oo[
2) Soit la fonction f définie’sur ]0,+oo[ par : f(x) =2 + llnT’; et soit Cy sa courbe représentative.

g(x)

a) Montrer que Y €]0, +oo[ ; ona f'(x) = =

et dresser le tableau de variation de f.

b) Soit la droiteD.: y = 2 ; étudier la position de Cf et D.

On donnera les coordonnées du point I intersection de Cs et D.
c) Construire Cy et D (unité graphique 2 cm).

Exercice 25

1) Soit.g"la fonction définie sur ]0,+o[ par: g(x) =x—1+ 21Inux.
a)-Etudier le sens de variation de g.

b) Calculer g(1) puis déterminer le signe de g(x) sur ]0, +ool.

¢) En déduireque :si0 <x < 1lalors g (1) >0 etsi x>1alors g G) <0.

X

Kooli Mohamed HechmisteRe{o]o vzt http://mathematiques.kooli.me/

Page 13


http://mathematiques.kooli.me/

f(x)=x—x*Inx si x>0
f0)=0

On désigne par Cy sa courbe représentative (unité graphique 2 cm).

2) On considére la fonction f définie sur ]0, +oo[ par : {

a) Montre que f est continue a droite en 0.
b) Montre que f est dérivable a droite en 0.
3) Calculer f'(x) pour tout x € ]0, +oo[ et vérifier que pour toutx >0 ona: f'(x) = xg G)
a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans |0, +co[ une unique solution a et que : Z <a<?2

y=x

4) a) Vérifier que la demi tangente A a la courbe € au point'0_a pour équation : {x >0

b) Etudier la position de Cy par rapport a A.

c) Tracer A et Cy.
5) Soit B un réel de P’intervalle |0, 1[.

a) Calculer en ecm? , ’aire A(B) du domaine limité par la courbe Cr la droite A et les droites
d’équations respectives : x = et x = 1.

b) Calculer ;LI‘(I)L A(B).

6) On considére la suite (U,),cy définiepanlU, € ]10,1[etvneN ona:U,., = f(U,)
a) Montrer que pour tout entier naturelnona: 0 < U, < 1.
b) Montrer que la suite (U,,),,cy €st.Croissante.

c) En déduire que la suite (U,,),é&n est convergente et calculer sa limite.
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