FONCTION EXPONENTIELLE 4*™ MATHEMATIQUES
Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,1,7).

Exercice 1
Soit la fonction f définie par f(x) = V1 — e~2* ; on désigne par C sa.courbe représentative.
1) a) Justifier que R, est le domaine de définition de la fonction.f.
b) Etudier la dérivabilité de f en 0.
¢) Etudier les variations de f et tracer sa courbe Cy.
2) a) Montrer que f réalise une bijection de IR, sur un intervalle J que I’on déterminera.
b) Soit £~ la fonction réciproque de f ; calculer f~1(x) en fonction de x.
¢) Tracer la courbe Cf-1 de la fonction fL
Exercice 2
1) Soient les fonctions g et h définiessur R par.gx) =e*+x—1eth(x) =e*—x—1
a) Dresser les tableaux de variation de g et-h

b) Montrer alors que pour tout x > 0 en‘ag(x) > 0et h(x) > 0

a) En déduire que pour toutréel x >0 ,0na:1—x<e* < 1_J1rx .
1
2) Montrer que pour tout réel x > 0 et pour tout entiern > 1,ona: 1— i <em<1- 1+1nx :

2 1
3) On pose pour toutn € N*, U= f (1 - e_ﬁ> dt et V,=nU,.
1

2n+1
n+1

a) Montrer que pour tout n =11, %ln( ) <U,< '"TZ

b) Calculer lim V,,.

n—-+oo
nx 1
4) Soitn € N*. Pour toutréel x > 1,0n pose F, (x) = f () dt ou p(t)=1—-e€t

n

1
a) Vérifier que pourtoutréel x >1ona: F,(x) =n (1 — e‘E).

1 2n
b) Calculer F,,(1) puis déduire que U,, = ;f @(t) dt.
n

c) Interpréter graphiquement les termes de chacune des suites (U,,) et (V,,).
Exercice 3

1
fon(x) =xen six>0

Soit nun.entier naturel non nul et f,, la fonction définie sur [0, +oo[ par : {
fn(o) =0

et'soit (C,,) sa courbe représentative.

1)~a) Montrer que f,, est continue sur [0, +oo].

b) Etudier la dérivabilité de f,, a droite en 0.
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1
c) Montrer que f,, est dérivable sur |0, +oo[ et que Vx € ]0, +oo[, f',(x) = (1 + n—lx) e nx

d) Dresser le tableau de variation de f,,.
2) On se propose d’étudier la branche infinie de (C,,).
a) Montrer que pour toutt € [0,+oo[, 0 <1—e ' <t

b) En déduire que pouru € [0,+x[, 0 <e™ - (1—u) < u?z

c) Montrer alors que Vx € 10, +oo[, 0 < f(x) — (x - %) < 1

- 2n%x.

d) Conclure.

3) Tracer la courbe (C,) et son asymptote en précisant la tangente en 0.
1
4) Onposevn € N, I,, = f fa(x) dx.
0

a) Montrer que Vx € [0,1], fo(x) < x. Endéduirequevn =1, I, < % .

N | =

b) En utilisant 2)c) montrer que

SR

<I,.

c) Calculer alors lim I, .

n—-+oo

Exercice 4

1
Soit la suite U définie sur IN* par : U,/= f e *(x—1D"dx
0

1) a) Montrer que vn € IN*ona: Uy p= (n+ 1)U, = (-1,
b) Calculer U, et U,.
2) Pourtoutn € IN*onpose:V,=U,, et W, =Uzpi1

-1 1
a) Montrer que Yn € IN*ond: — <V, <
2n+1 2n+1
-1 _e-1
b) Montrer que Yn € IN*ohva:: —— < W, < —
2n+2 2n+2

c) Déterminer alors Ja limite de la suite U.
3) a) Montrer que les'suite V et W sont monotones.
b) Montrer que les.suite V et W sont adjacentes.

Exercice 5
2

eX+e™*

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = et soit C; sa courbe representative.
1) Dresser le tableau de variation de f.

2) Soit.g la fonction définie sur ]0 g[ par : g(x) = In(tan x).
a) Montrer que g réalise une bijection de ]0 g[ sur R.

byMontrer que g~ est dérivable sur R et calculer (g~1)’(x) pour tout x € R.

3). Calculer I’aire de la partie du plan limitée par la courbe Cy et les droites d’équation :

x=0,x=In(vV3)ety=0.
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Exercice 6

Soit f la fonction définie sur IR, par f(x) =x+ (x —1)e™™

et soit Cysa courbe représentative (unité graphique cm ).

1) a) Montrer que Xl_i)l_gof(x) = +00
b) Montrer que la droite A: y = x est une asymptote a G au voisinage de +o
c) Déterminer la position relative de G et A

2) On donne ci-dessous le tableau de variation de la fonction f

x |0 +0o0
f'(x) 3 +
400
f(x)
-1

a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet, danS IR une seule solution a et vérifier que 0 < a < %
b) Tracer la droite A et la courbe G (On preéeisera la demi tangente & G au point d’abscisse 0 et on
prendra a = 0,4)
3) On désigne par (U,,) la suite définie sur IN* par U,, = fallf(x)ln dx

a) Calculer U;. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

1

b) Montrer que pour tout entier paturel nonnuln, 0 < U,, < —

c) En déduire la limite de la suite (U,,).

Exercice 7

1
1+e™*

Soit f la fonction définie surR'par : f(x) = et soit (C) sa courbe représentative.

1) a) Montrer que le paint Q(O %) est un centre de symétrie de (C).
b) Dresser le tableau de variation de f et tracer sa courbe (C).

2) a) Montrer que Véquation f(x) = x admet dans R une unique solution et que % < a< 1

T . _ i
b) Vérifierque: a = In (1—a)'
[24 enx
3) Pour tout entier naturel non nul, on pose I,, = —— dx
) P ")y A+ e

a)'Montrer que I; = —In (2(1 — @)).
b).Vérifier que pour tout réel x, f'(x) = f(x) — (f(x))?

e).Meontrerque: ¥Yne N, ona:l,.4—1I,= %(Zin— a“).

d) Montrer que la suite (I,,) est décroissante et positive, que peut-on en déduire ?

a

+1
2 < Iy <™.
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b) En déduire : limI,

n—+oo
n—-1 1/1
5) a) Montrer que : Yn € N"\{1},I, = -In(2(1—a)) + Z E(ﬁ — a").
=1

-1
b) En déduire li "1(1 o/‘)
) Endé ulren_lmok_lE 2%~ .

Exercice 8

X

1) Pour toutréel x > 0 et pour tout n € N*, on pose G, (x) = f e ™ dt.
0

1 e—nx

a) Montrer que : G,(x) =

n n

b) Montrer que pour toutn € N* : li1+n G.(x) = % :
X—>+00

2) a) Montrer que pour toutréel t >0, 1 -t < ﬁ <1

2
b) En déduire que pour toutreelp >0, p — % =In(1+p)<p.

X
3) Soitla fonction F,, définie sur [0, +oo[ pars F,(x) = J e tIn(1+e™) dt.
0

a) Montrer que : F,, est croissante sur [0y, +oo|.
b) Montrer que pour tout réel x > 0_.G;571(x) — Gz%l(x) < F,(x) <Gy (x).

c) Montrer que F,, admet une limite finie lorsque x tend vers +c. On pose U,, = lilP F,(x).
X—+00

d) Montrer que tout entier n >1; n—il - 4n1+2 <U,< n—il
e) Calculer alors nl—ijl—noo U,.
X e—t
4) Pour tout réel x > 0,on pose H,(x) = Jo 1T ot dt

a) A laide d’une intégration par parties montrer que :
F,(x)=In2 —e*In(1L+ e™) —nH,(x).
b) Déduire que Hjy.admet une limite finie W,, lorsque x tend vers +oo.

c) Montrer que ‘lim nW, =In 2.

n—+o

Exercice 9

1) Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par : f(x) = (x — 1)e* + 1.
a) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative C.
b) Préciser la position de C par rapport a ladroite D : y = x.

2) a)Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur [0, +oo[ .
). Construire la courbe €’ de f~1.

3)~Calculer I’aire &£ de la région du plan comprise entre les courbes C et C'.
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UO = 2
Uni1 = f_l(Un)
a) Montrer que pour toutneNona: Un >1.

4) Soit (U,,) la suite définie sur N par : {

b) Montrer que la suite (U,,) est strictement croissante.

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.
Exercice 10
Pour tout entier naturel non nul n, on considére la fonction f,, définie'sur [0, 1] par :
fa(x) = 7% — x2n+1
1) Etudier les variations de f,,.
2) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, I’équation_f,,(x) = 0 admet une unique solution
U,etquelU,€]0,1].
On définie ainsi sur IN*, une suite (U,).
3) a) Soit n un entier naturel non nul et x un réel de I’intervalle |0, 1[.
Comparer les réels f,.1(x) et f,(x).

b) Montrer que pour tout n € IN*, f,,(U,+1)<.0.

c) Montrer que la suite (U,,) est croissante et.en déduire qu’elle est convergente.

Un

4) a) Montrer que pourn = 1, In(U,,) = N

b) Calculer la limite de la suite (U,,).
Exercice 11
1) Soit f la fonction définie par f(x) = ve* — 1 et soit (C;) sa courbe représentative.
a) Déterminer le domaine de définition de f.
b) Etudier la dérivabilité de f.a droite en 0.
c) Dresser le tableau de variation de f.
d) Etudier la branche'infinie de (C;).
2) a) Montrer que pour toutx >0ona: f''(x) = 1y g2
47 (e*-1)Ve*-1
b) En déduire que (Cf) admet un point d’inflexion I dont on déterminera les coordonnées.
c) Ecrire une/équation cartésienne de la tangente T a (Cf) au point I.
d) Tracer T et.(Cy).
3) Soit u laforiction définie sur [o,g[ par : u(x) = In(1 + tan?x).

a) Calculer que u'(x) pour tout x € [0 g[

- g 3
b)-Justifier que u ([0 ED =[0,+oo[.
T In(1+tan?x)
49, Soit la fonction G définie sur [0 ,E[par :G(x) = f f(t) dt.
0

a) Montrer que G est dérivable sur [0 g[ et que pour tout x € [0 g[ ona:G'(x) = 2tan?x.
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b) En déduire une deuxieme expression de G(x) pour tout x € [0 g[

c) Calculer alors ##1a mesure de I’aire de la partie du plan limitée par la,courbe (Cf) et les droites
d’équations : y =0, x=0etx =1n2.
Exercice 12
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (1 + x)e™* et soit (Cf) sa’ courbe représentative.
1) a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Etudier les branches infinies de (Cy).
c) Tracer (Cy).

n
2) Soitla suite (V,) définie sur N* par: V,, = f f(x).dx:
0

a) MontrerqueVn e N, V, =2 - (n+ 2)e™.

b) Calculer alors lim V,,.

n-—-+o

k

3) Pour tout k € N*,on pose U; = f(x) dx.Montrer que Vn € N*,V,, = Z Ug.
k=1 k=1

a) Montrer que pour tout k € N*, U,, = (e = 1)ke * + (e — 2)e7*.

n
e—2
b) En déduire que Vn € N*,V,, = (e =.1) Z ke * + e_—l(l —e™).

e

5) SoitSs, = Eke"‘ vn € N'.Montrer que lim S, = e D2

k=1
Exercice 13

I) Soit la fonction f definie sur ] =00, 1[ par : f(x) = e™* — In (1 — x) — 2 et soit C sa courbe.
1) Soit u la fonction définie'sur R par : u(x) = e* +x — 1.
a) Dresser le tableau de variation de u.

b) Calculer u(0) puis déduire le signe de u(x) sur R.
2) a) Vérifier que pour tout x < 0, f(x) = (x — 1) [(g) (1 - ) n (1 x)] 2.

b) En déduire lim f(x) et lim @ et interpréter le résultat graphiquement.
X—>—00 X—>—00

e *u(x)
1-x

c) Vérifier que pour tout < 1, f'(x) =

d) Dresser. le tableau de variation de f.
2) Onna trace ci-dessous les courbes Cj, et €, des fonctions h et g définies par :
h(x)=e*etglx) =In(1—x)—2
Cj et €, se coupent en deux points d’abscisses respectives a et 8 tel que a < .

a) Justifier que a et B sont les seules solutions de I’équation f (x) = 0 dans |-, 1] .

b) Placer les points de C; d’abscisses a et 3.
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c) Tracer C; dans le méme repere.
Exercice 14
1) Soit la fonction u définie sur IR par : u(x) = e* — x.
a) Déterminer xl_i)rpoou(x) et xl_i)rPoou(x)
b) Dresser le tableau de variation de u.
c) En déduire que : Vx € IR ,u(x) > 0.
2) Soit la fonction g définie sur IR par g(x) = (2 — x)e* — 1.
a) Déterminer xlilpwg(x) et xl_i)leg(x)
b) Dresser le tableau de variation de g.
c) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet exactement.deux solutions ; on notera par « la solution
qui appartient a ’intervalle |—co, 1] et par  ’autre solution.

d) Fn déduire le signe de g(x) sur IR.

*—1 L . . .
= "on désigne par C; sa courbe représentative.

eX—x

3) Soit la fonction f definie sur IR par : f(x) =

a) Déterminer les limites de f en —oo et en +-co.

b) Montrer que f(a) = L et que f(B) = o
a—1 =1
c) Vérifierquevx e IRona: f'(x) = % et dresser le tableau de variation de f.

d) Tracer dans un repére orthonormé (unité graphique 2 cm ) la courbe de f.
Onprendraa=-1,1¢et g =1,8.
4) Soit ##1a mesure de I’aire de la.partie du plan limitée par la courbe C s I’axe des abscisses et les droites
d’équations x = —1 et x = 1. Calculer 7.

Exercice 15

Soit f,, la fonction définie:sur. [0, +oo[ par : fr(x) = xnnﬂ avecn € N*.

|

Soit (C,,) la courbe de f,; dans le repére orthogonal (0,7,j) tel que || 7]l =1 et || j|| = 10.
A)
1) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Pour toutn €°'N*\{1}, dresser le tableau de variation de f,,.
2) Pour toutm.€'N*, étudier les positions relatives de (€C,,1) et (C,).
3) On atraceé.ci-dessous les courbes (C,) et (C3).
a) Sansyjustification, graduer le repére puis nommer sur le graphique les deux courbes.
b) Tracer soigneusement la courbe (C,) ainsi que les demi-tangentes a I’origine pour chacune des trois
courbes.
B). On considere la suite (U,,) définie sur N* par : U,, = f,(n).
1) a) En utilisant les résultats de la partie A) démontrer que (U,,) est décroissante sur N*.

b) La suite (U,,) est-elle convergente ? Justifier la réponse.
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t

2) a) Montrer que pour toutt € [0,1],0na: ﬁ <1 —- 5

N

X

b) Déduire que pour toutx € [0,1],ona:In(1+x) <x—=.

4
1\ 1-L
c) Prouver alors que pourn € N*on a: (1 + ;) <e .
1
3) a) Montrer que pour tout k € N*,on a: % <e .
k
: 1"t
b) En déduire que pour n € N*\{1}, on a: U, < e'(l*zm;)
4) a) Montrer que pour tout k € N*,ett € [k,k+ 1]ona: % < i
ngr i
b) En déduire que pourn € N*\{1}ona: 3 < %
1 k=1
1
c) Montrer alors que pour n € N*\{1},ona: U, < e”173"®™,

d) Déterminer alors la limite de suite (U,,).

Exercice 16
0 x
Soit la suite U définie sur.N“par : U, = —f
1 nt+e*
1) a) Montrer que : vme€ N*ona: U, < 0.
b) Montrer que la suite U est monotone.
c) Montrer que.z¥n € N*;vx € [0,1]ona;: — < —— < —

n+3 ~ n+e* T n+1

-1 -1
2(n+1) sUns 2(n+3)’

d) En déduire'que : Vn € N*on a

e) Determiner la limite de la suite U.

n
2) Soitla suite V définie sur N* par: V, = ZIUkI

k=1

a)Montrer que Yk € N*ona: J — <=

v t Tk

n+3 1
b) En déduire que vn € N*on a: Z % >In(n+4)—-1In4
k=4
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¢) Endéduirequevn e N*ona:V, > %[ln(n +4) —In4]
d) Déterminer alors la limite de la suite V.
Exercice 17
1) Soit g la fonction définie sur R par g(x) = el™* et soit (Cg) sa courbe représentative.
a) Dresser le tableau de variation de g.
b) Etudier les branches infinies de (T).

2) Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xel™* et soit (Cf) sa-courbe représentative.

a) Calculer lim f(x) , lim f(x) et lim 2
X—+00 X—>—0 x—

m —= interpreéter les résultats graphiquement.
b) Dresser le tableau de variation de f.
c) Etudier la position relative de (C,) et (Cy).
d) Tracer (C,) et (Cy) dans le méme repére.
3) Soit x un réel de ’intervalle [1, +oo[ et les points.M et N d’abscisse x tel que M € (Cf) et N € (T).
a) Calculer la distance MN en fonction de x.
b) Déterminer la valeur de x pour laquelle fa'distance MN est maximale.
4) a) Calculer S(t) 1a mesure de I’aire de la‘partie du plan limitée par les courbes (C f) et (T) et les
droites d’équations x = 1 et x = t tel que't un réel de P’intervalle [1, +oo].
b) Calculer Jim S(2).
2
5) Soit (U,,) la suite définie sur N* par: U, = 11 (x—1D"el*dx
a) Calculer U;.
b) Montrer que la suite (Uy) est décroissante et qu’elle est convergente.

6) a) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que pour toutn € N*ona:
Upq = —% +(m+DUg

b) Calculer U, et Us.

2
¢) En déduire [ = ] (x3 —3x%+2)el ™™ dx
1

Exercice 18

1) Soit la fonction g définie sur IR par g(x) = 1 + xe*.
a) Etudier les variations de g sur IR.
b)*Endéduire le signe de g(x) sur IR.

2) Soit f-la fonction définie sur IR par f(x) = x + e*(x — 1). On désigne par Cy
a) Etudier les variations de f sur IR.

p) Montrer que la droite D : y = x est une asymptote a G au voisinage de —oo.

¢) Etudier la position de Cf par rapport a la droite D.
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d) Tracer la courbe Cy et préciser sa tangente au point d’abscisse ,
3) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur IR.

b) Tracer dans le méme repére la courbe C4-1 de la fonction 1 réciproque de f.

c) Calculer la mesure A de I’aire du domaine plan :
D={M(x,y)eP/-1<x<0et0<y<flx)}u{Mx,y)eP/0<x<1letx<y<f1(x)}
Exercice 19
A) Soit g la fonction définiesur Rpar: g(x) =1+ (1 —x)e™
1) MontrerqueVx e Rona: g'(x) = (x —2)e™™
2) Etudier le sens de variation de g. Calculer g(2).

3) En déduirequevx € R ona: g(x) > 0.
B) Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x — 1 + xe™* et soit (C) sa courbe représentative.
1) a) MontrerqueVx € R ona: f'(x) = g(x).

b) Calculer lim f(x) et xliToof(X)

Xo>—00
c) Dresser le tableau de variation de f

2) Montrer que le point | de (C) d’abscisse 2 est un point d’inflexion de (C).

3) a) Montrer que la droite D : y = x — 1~estune asymptote a (C) au voisinage de +oo.
b) Etudier la position de (C) et D.

c) Montrer que lim f(x—x) . Interpréter.le résultat obtenu graphiquement.
X—>—00

4) a) Montrer que f réalise une bijection de R sur R .
b) En déduire que I’équation f(x)'=)0 admet dans R une unique solution ¢ etque 0,5 < a < 1
5) On note £~ la réciproque de fet soit (C’) sa courbe représentative.

a) Justifier que f~1 est dérivable sur R.

b) Calculer f(1) puis(f~ Y’ G)

d) Construire (C) et (C’) dans le méme repére
5) Calculer ’aire A/de'la partie du plan limitée par la courbe (C) la droite D et les droites
x=0etx=1

Exercice 20

2
1+e*

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =1 — On désigne par (C) sa courbe représentative.
1) a) Caleuler Xlilgof(x) et Xl_i)rJgof(x). Interpréter le résultat graphiquement.

b) Dresser le tableau de variation de f.

c)yEcrire une équation cartésienne de la tangente T a (C) au point O.

2) Soit'g la fonction définie sur R par : g(x) = ’Z—C — f(x)

X_1\2
a) Montrer que Vx € Rona: g'(x) = %(Z“i)

b) Dresser le tableau de variation de g.
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c) Calculer g(0) et en déduire le signe de g(x) ; Vx € R.
d) Préciser la position relative de (C) par rapportaT.
3) Tracer (C)etT.
4) a) Montrer que f réalise une bijection de Rsur |—1,1].
b) Expliciter f~1(x) pour tout x € ]—-1,1[.

c) Tracer la courbe (C") de f1.

2e*

1+e*

5) a) Montrer que pour toutx € R ; f(x) = -1+

b) Calculer I’aire A de la partie du plan limitée par la courbe (C) I’axe des abscisses et les droites
x=0 et x=2.

Exercice 21

2x
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = ﬁ

et soit (C) sa courbe représentative
1) a) Calculer lim f(x) et liIP f(x)
X——00 X—>+00

2e2x

b) Montrer que pour tout réel xona: f'(x) =+——=
(1+e2x)

c) Montrer que le point I (0 %) est un centre.de symétrie de (C)

d) Donner une équation cartésienne de la‘tangente T a (C)au point |
2) a) Montrer que pour tout réel t on a=f'(t) < %

b) En intégrant les deux membrés.deP’inégalité précédente montrer que pour réel x > 0
ona: f(x)) < %(x+ 1)

c) Determiner alors la position de (C) par rapportaT.

3) Tracer (C)etT
0 eZnt

4) Soit la suite (I,,) définie.sur N* par: I, = J —; dt
11+e

a) Montrer que la suite’(I,,) ,en+ €St décroissante et positive.

b) En déduire que. la'suite (I,),en+ €St CcONvergente.
¢) Montrer que pour tout entier naturel nnonnulona: I, < i

d) En déduire lim I,,.

n—-+ow
Exercice 22

1
e*+1

A) Sait'f la-fonction définiesur Rpar: f(x) =1+

et soit Cy sa courbe
1) a).Dresser le tableau de variation de f.
b).Montrer que le point I (0 %) est un centre de symétrie de Cy.

2). a) Montrer que f admet une fonction réciproque £~ définie sur un intervalle J que I’on précisera.
b) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
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c) Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution aetque 1 < a < 2
d) Vérifier que Ln(1+ e ™*) = —[a + Ln(a — 1)].
3) Construire Cy et C¢-1.

4) Soit m un réel strictement supérieure a a et soit A(m) I’aire de la partie du plan
limitée par C; la droite d’équation y = 1 et les droites d’équations x ='@ et x = m.

Montrer que A(m) = —Ln(1+e™) — [a + Ln(a — 1)] et en déduire li1+n A(m).
m-—+oo

B) Soitn € N*,onpose g(t) = f(t) —1et I, = f gn(t) dt.
0

1) Vérifierque Iy = a + Ln[2(a — 1)].
2) a) Montrer que pour tout x € R,ona: g'(x) = g?(x) — g(x).

b) Montrer que pour toutn € N*, I,,,4 — I, = %[(a —-1)" - zin _

1 1
¢) En déduire que pour toutn > 2ona: Iy= a+ Ln[2(a—1)] + T (a—1)k— 2K
k=1
3) a) Montrer que pour toutn € N*, 0 < d,,'< =
n-1
b) En déduire lim I is li 1( 1)"1
) En dé uire lim I, puis lim K a ok
k=1
n
4) Soit S, = Zlk ;meN*
k=1
n+1
a) Montrer que pour toutn'e€N*ona: g(t) + g>(t) + -+ g"(t) = et — 9178
) ] ~ 14 gn+1(t)
b) En déduire que vyn €N*; S, =1—e “—J — dt
0o 1—9()
¢) Montrer que Vite N* :
a on+1 t a n+1 t
0< J g—() dt< 2I,,, en déduire lim g—() dt
o 1— g(t) n-+oo Jo 1 — g
d) Calculeralors liin Sn-
n—>+0oo
Exercice 23
. . e . 1 . . .
Soit f la fonction définie sur 10, +oo[ par : f(x) = T et soit Cy sa courbe représentative

1) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) En déduire que pour tout x > "'TZ ona: 0< f(x) <1

c) Tracer Cy.
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2) Soit g la fonction définie sur ]0 g[ par g(x) = —In(cosx).
a) Montrer que g admet une fonction réciproque h définie sur IR’} . Calculer h (1"72)

b) Montrer que h est dérivable sur |0, +oo[ et que h' (x) = f(x).

* T
¢) En déduire que pour tout x € |0, +oo[,0on a: ﬁnzf(t) dt = h(x) — 1
2

In2 4
3) Pour toutn € N* et pour tout x > —,»onpose F,(x) = .I;nz[f(t)]" dt.

2
a) Montrer que lim F{(x) ==
X—>+00 4

e—Zt

1-e2t’

b) Montrer que pour tout t > 0, [f(t)]? = calculer‘alors F,(x) et ,!i'l%fz(x)-
c) Montrer que F,, est strictement croissante sur [In 2, +oo]
d) Vérifier que pour tout > l"TZ ,ona: f(t) < 2e™t. En déduire que F,(x) < V2.
e) Montrer alors que F,, admet une limite finie-ll,, quand x tend vers +co.
4) a) Donner les valeurs de U, et U,.
b) Vérifier que pour tout t > 0, [f(O)]™™2+ [fF(O)]* = —f'(t) x [f(O]* L.
En déduire que : F,,,(x) + F,(x) = %

c) Montrer que pour toutn € N*, Uy, + U, = %et que (U,,) est décroissante

d) En déduire que (U,,) est convergente et calculer sa limite.
n

5) On pose pour toutn € N, V,, = Z
k=1

(-Dk!
k

n n
a) Montrer que pourtoutn € N*; V,, = 2 Z:(—l)"‘1 X Uppyz +2 Z:(—l)"‘1 X Uy
k=1 =1

b) Montrer alors que pour toutn € N*, U2 = % (In2 -V,).

c) En déduire que (V,,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 24

1
V2e*-1"'

On désignepar C; sa représentation dans un repére orthonormé (0,17, )).

A) Soit f lafenction définie sur |[—In2 ,+oo[ par : f(x) =

1) a).Montrer que pour tout € |-In2 ,+o[,0ona: f'(x) = ﬁm .

) Dresser le tableau de variation de f et préciser £(0).
¢) Construire Cy.

2) Soit g la fonction définie sur [0, m[ par : g(x) = —In(1 + cos x).
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a) Dresser le tableau de variations de g.
b) Montrer que g réalise une bijection de [0, [ sur [—In2 ,+oo[
c) Soit g~1 la réciproque de g. Montrer que g~ est dérivable sur |—In2 ,'4oo[

et que VE |-In2,+o[ ona (g~ 1)'(x) = f(x)

B) Soit F,, la fonction définie sur [0, +oo[ par F,(x) = f [f(®)]¥dt,. Yn € N*
0

1) a) Montrer que F;(x) = g~ 1(x) —g

b) On désigne par A Paire de la partie du plan limitée par €y , I’axe des abscisses et les droites

d’équations x = 0 et x = In2 . Montrer que A = g.
1 =t

c) Veérifier que, pour tout réel t > 0,0n a: ke Zie‘t . puis expliciter F,(x).

2) On admet que F, admet une limite finie lorsque x tend vers +oo

etonnote L, = li1+n F,(x)
X—+ 00

a) Calculer L, et L,
b) En remarquant que pour tout réel t > 0 on a~ 0 < f(t) < 1, montrer que F,,1(x) < F,(x)
c) En déduire que la suite (L,,) est décroissante, puis qu’elle est convergente.

3) a) Montrer que, pour tout réel > 0, f&)+ [f(D)]3 = —2f'(t)
b) En déduire que, pour tout n € N*/F;,(x) < F,,.,(x) = %[1 —(f))™

n (_1)k+1
4) On pose,pour toutn € N, U, = (—1)"L,, et S, = Z %
k=1

(_1)n+1

a) Montrer que, U4 = Uy ¥
a) En déduire que : nl_i)mosn =In2

Exercice 25

Soit f la fonction définie'sur ]—% g[ par f(x) = In(1 + tan x) et soit (C) sa courbe représentative.

1) a) Montrer que <lim _f(x) = —co et lim_f(x) = +oo

*(-7) iz

b) Calculerf.(x) pour x appartenant & ]—% g[

c) Dresser leitableau de variation de f.

n Iln2

2) a) Vérifier que les points 0, A (% ,lnz) etl (E T) sont des points de (C).

(On donnetangz V2 -1)

) Montrer que f G — x) = In2 — f(x) pour x appartenant a ]—g g[
14 1-tanx
(Qnrappelle que tan (Z — x) = Tromx )

c) Justifier alors que le point I est un centre de symétrie de la courbe (C).
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On a représenté ci- dessous les points A4 et I dans le repere (0,1,7)).
3) Tracer la courbe (C) en précisant sa tangente au point 0.

4) On désigne par S, la partie du plan limitée par la courbe (C) la droite (OA) et les droites d’équations

x=0c¢et x= % et on désigne par S, la partie du plan limitée par la courbe«(€) la droite (0A) et les
droites d’équations x = % et x = %

a) Justifier que $; et S, ont la méme aire.
n
4
b) Calculer alors f In(1+ tanx) dx.
0

5) a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de ’intervalle ]—% g[ sur un intervalle J que I’on

précisera. On note f~1 la réciproque de f.

b) Justifier que £~ est dérivable sur J et donner I’expression de (f~1)’(x) pour x appartenant aj.

n2 e*
c) Donner la valeur de J ——dx.

) I 0 1-IT(ex_1)3 I I I I
: l | l | l

I I I ] I 1

1 1 1 I I I
e e 154 -"----q-------- Foommoooe el s
| I I I I I

1 1 I I I I

: ; : l | l

| I I I I I

1 1 I I I I
T Y o 1][ ”””” . oo T ’
1 1 I I I I

: ; | | | |

l I I ‘A I l
-—j----=--€3 - 05F-------4-------- F-=====-=1 j========7
1 | I I I I

: i | l i l

| 1 I I I I

; : 0 ; - : ‘
-1 -0.5 Oo 0.5 1 1.5 1

J i I l | l

L I 1 | 1 I

| I ] 1 ] I

T I I I I |
Q- === 05+-------1 j======== Pe====c=q e {
l i i l | \

1 1 1 I I I

1 I ] I 1 I

: i i l | \

1 1 1 I I I
B - === -t A== ke == e L
: i | l | \

1 1 1 I I I

| I I I 1 I

l i i l | \

1 1 I I I I

Exercicew26

—-X

Pour_tout entier naturel non nul, on considere la fonction f,, : R - R, x = en etsoit C,, sa
représentation graphique.
1), a) Dresser le tableau de variation de f,.

b) Vérifier que toutes les courbes C,, passent par le point J(0,1).

Kooli Mohamed Hechm it geio[opivZ:! http://mathematigues.kooli.me/ Page 15



http://mathematiques.kooli.me/

c) Pour tout entier naturel non nul, étudier la position relative de C,, et C,,,; sur chacun des
intervalles |—co,0] et [0, +oo] .
2) Dans la figure ci-dessous, on a tracé les courbes €4 et €5 ainsi que la droite A : y = x.
a) On a tracé deux courbes une en trait interrompu et une en trait continuy
Indique celle qui est la courbe de C; et celle qui la courbe de C,
b) Tracer alors la courbe C, de la fonction f, dans le méme repére.
3) On considére la fonction g,, définie sur [0, +oo[ par g,(x) = fa(x) — x.

a) Dresser le tableau de variation de g,,.

b) Montrer qu’il existe un unique réel x,, € 10, 1[ tel que-g,,(x,,) = 0, on définie ainsi une suite (x,,)

pour tout entier naturel non nul.

c) Verifier que x,, est ’abscisse du point d’intersection de'la courbe C,, de f,, et la droite A.

d) Placer les trois premiers termes de suite (x,,) sur I’axe des abscisses.

—Xn ~Xn

4) a) Montrer que g,+1(x,) = ent1 —en
b) Montrer que g,+1(Xn) > gn+1(Xns1) puis conclure que la suite (x;,) est croissante.

c) En déduire que la suite (x;,) est convergente et déterminer sa limite.
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