FONCTION EXPONENTIELLE 4eme Sc Expérimentales

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,1,j).
Exercice 1

Soit la fonction g définie sur IR par g(x) = xe* — 1.

Le tableau ci-dessous est le tableau de variations de g.

X |—o0 -1 400

e - ¢+

g(x) \

1) On admet que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a strictement positive. En déduire le signe de

g(x) suivant x.
2) Soit f la fonction définie sur 10, +oo[ par: f(x) = e* —Inx.
a) Etudier la limite de f & droite en 0. Interpréter le-résultat graphiquement.

b) Vérifier que pour tout x de ]0, +oo[ ;f ' (x)= %") .
c) Etudier les variations de f puis dresser le.tableau de variations de f en admettant que lim f(x) = +oo
X—+©

3) Tracer C la courbe représentative de f..On-suppose que a = 0,75 (unité graph 4 cm).
4) Soit D ’ensemble des points M (x,y) telsque 1 <x <2 et 0 <y < f(x).
a) Hachurer le domaine D.
b) Calculer I’aire du domaine D-
Exercice 2
1) La courbe (I") ci-dessous gst.celle d’une fonction g définie, continue et dérivable sur R.
On sait que : : /
* La droite d’équation y /= "=1 est une asymptote a (I') au voisinage de —oo. ; 1
* La courbe (I') admet une seule tangente horizontale. _ /

* La courbe (I') coupe I’axe des abscisses (O ,7) en un unique point x,. /

En utilisant le graphique : S - /

a) Déterminer g(0) et g'(0). |

b) Déterminer le signe de g sur R.
2) Lafenction g est définie sur R par : g(x) = (ax + B)e* — 1 ou a et 8 sont deux réels.
ay Exprimer g(0) et g’(0) en fonction de « et .

h). Déduire, en utilisant 1)a), que pour tout réel x ona: g(x) = (x — 1)e* — 1.

e*+1

Dans la suite de 1’exercice, on considére la fonction f définie sur R* par f(x) =
On désigne par (C;) sa courbe représentative.
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3) ) Caleuler lim f(x), liTgl_ f(x) et lirgl+ f(x). Interpréter graphiquement le résultat .
b) Calculer lirP f(x).

c) Justifier que la courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction (0, J%) au voisinage de +oo

9
x2

4) a) Vérifier que pour tout x € R*ona: f'(x) =
b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Montrer que f(x,) = ——.

xo—1
d) Tracer (Cy). (On prendrax, = 1,2).
Exercice 3
Soit la fonction f définie sur IR par: f(x) = (1 + x)e ™.
On désigne par (C;)la courbe représentative de f.
1) a) Calculer xl_if_noo f(x) et xl—i>r-',¥loo fx)
b) Montrer que pour tout réel , f(x) = —xe™

c) Dresser le tableau de variation de f

2) a) Calculer lim %
X——00

. Interpréter graphiguement le résultat obtenu.

b) Tracer la courbe (C;)
3) Soitn € N*. On désigne par A, I'aire de'la partie du plan limité par la courbe (C;) les axes du repére et la
droite d’équation x = n

a) A I’aide d’une intégration par partics, calculer A4,, en fonction de n.

b) Calculer nlierAn

Exercice 4

Soit la fonction f définie sur IR par :f(x) = % In(1+e™). On désigne par (£ ) sa courbe représentative.

1) a) Montrer que f est’dérivable sur IR et que pour tout x € IR, f'(x) = -

21+e*

b) Etudier les variations de f.

c) Vérifier quespour tout x € IR, f(x) = —%x +%In(1+ e’).

d) En déduire que la droite A:y = —%x est une asymptote a (£) en —oo.

Etudier, la-position relative de () et A.
e)Jracer () et A.
2)"a) Mentrer que 1’équation f(X) = x admet dans IR une solution unique o..

b) Vérifier que O<a <1.
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3) a) Montrer que pour tout X >0, [f'(x)| < %

b) En déduire que tout x >0, [f(x)—o| < %|x —qf.

U, =0

4) Soit la suite définie sur IN par
Un+l :f(Un)

a) Montrer que pourtout ne IN, U, >0.

b) Montrer que pour tout n € IN, |U,,, — o < %|Un —a.

n—+o0o

c) En déduire que pour tout ne IN, [U, —a| < (%) et calculer im U, .

Exercice 5

1) On areprésente ci-dessous la courbe représentative (C) d’une fonction f définie, continue et dérivable sur
IR.

On sait que la courbe (C) admet :

e Une asymptote d’équation Y =0 au veisinage de +oo et une branche parabolique de direction
(O, j) au voisinage de —oo.

e Seulement deux tangentes horizentales ; I'une au point O et I’autre au point A(2,4e?).

4

En utilisant le graphique :
1) Déterminer, Xliiqu (x), XIimmf(x) et xlilnwf(X_X) .
2) Déterminer, suivant la valeur du parameétre réel m, le nombre de solutions de ’équation f(x) =m.
I1) Onsuppose que la fonction f et définie par : f(x) = x*e¢ ™. On note f' la fonction dérivée de f.
1) Vérifier que, pour tout réel x, f'(x) =2xe ™ —f(x).
2)..Soit/l = [ xe dx et J=[> f(x)dx.

a) Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, que 1 =1-3¢7,

b) En utilisant 11-1), montrer que J = 2I —[02 f'(x)dx.
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c) En déduire la valeur de J et interpréter graphiquement le résultat
Exercice 6

On a représente ci-dessous dans un repére orthonormé la courbe (C) d’une fonction f définie, continue,
dérivable et strictement décroissante sur [0 , +oo[ .

On sait que la courbe (C) :

* admet 1’axe des abscisses comme asymptote au voisinage de + oo
* atteint son maximum au point d’abscisse 0.

1) Par lecture graphique :

a) Déterminer f(0) lim f(x) et f;(0) (nombre dérivé a droiteen 0)

b) Montrer que f est une bijection de [0 , +oo[ sur un intervalle J que 1’on déterminera.

2) Tracer la courbe (C") de la fonction f ~ réciproque de f.
On note B I’abscisse du oint d’intersection des deux courbes (C) et (C')

—2X

3) On sait que la fonction f est définie sur [0 , +oo[ par. f(x) = (ax + b)e™*.ou a et b sont deux réels.

a) En utilisant 1) a) montrer que pour tout x de-[0_,"+oo[ ; f(x) = (2x +1)e*.

b) Soit I = [{(2x +1)e > dx.
A I’aide d’une intégration par parties, montfer que | =1—(B+1)e ™",

¢) On désigne par A I’aire de la partie (E).du plan limité par la courbe (C'), I’axe des abscisses et les droites
d’équations x = et x=1. 5]

Hachurer (E) et déterminer A en fonction de B |

0.5

-0.5 |

Exercice 7
Soit/f*la fonction définie sur ]0, 1[ par : f(x) = In (:—x)
1)._a)-Dresser le tableau de variation de f.

ex

1+e*

b) Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur R par g(x) =
2) On désigne par (C) la courbe de g ( Unité graphique 4cm ).
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a) Montrer que (C) est symétrique par rapport au point [ (0 %)
b) Calculer g'(x) pour tout x € R et dresser le tableau de variation de g.

c) Vérifier que I € (C) et montrer que la tangente T a (C) en I a pour équation y = ix + %

d) Montrer que pour tout x € Rona: g'(x) < i :

1
2

3) Soit h la fonction définie sur R par : h(x) = g(x) — ix —
a) Etudier le sens de variation de h.
b) Calculer h(0) et en déduire le signe de h(x) sur R.

4) Etudier la position de (C) et T.

5) a) Montrer que 1’équation f(x) = x admet une unique salution @ et que 0,5 < a < 0,75.
b) Tracer (C) et T et la courbe (C”) de f.

6) Soit G la primitive de g tel que G(0) =1n2 et F:x +~ In(g(x)).
a) Montrer que pour tout x € R ona: F(x) = x — G(x).
b) Dresser le tableau de variation de F.
c) Montrer que la droite D : y = x est asymptote.a la courbe I' de F au voisinage de —oo.
d) Préciser la position de I par rapport a D..Tracer I'.

Exercice 8

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) =14+ e* —xe™. On note () sa courbe représentative.

1) On donne ci- dessous le tableau de variation de f.

X — 0 0 + o0
(%) -0+
T(X) 2
1 —00

a) Justifier que larestriction g de fa I’intervalle [0 : +oo[ réalise une bijection de [0 : +oo[ sur ]—oo, 2].
b) Montrer que *équation f(X) =0 admet dans IR, une solution unique o .

c) Vérifierquel< a <15

2) a) Calculer "lim fx)

X=X

. Interpréter graphiquement le résultat .

b) Etudier la position relative de la courbe (&) et la droite A d’équation y =X .
c) Tracer (C) et A.
3)~0n note g™ la fonction réciproque de g et (£') sa courbe représentative. Tracer (&').

4). a) Vérifier que la fonction F définie par F(x) = x + (2—x)e* est une primitive de f sur IR.
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b) Calculer I’aire A de la partie du plan limitée par la courbe (), la droite A et les droites d’équations
x=0et x=1.
c) En déduire que [}g™(x)dx =e—2.

Exercice 9

Soit la fonction f définie sur ]0 : +oo[ par f(x)=1In (X—Hj . On désigne par (C) sa courbe représentative.
X

1) Calculer lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats.
x—0" X—>+00

-1
X(X+1)

2) a) Montrer que pour tout x de 0, +od| , F'(x) =

b) Dresser le tableau de variation de f.
3) Tracer (C).

4) Soit n un entier naturel non nul.

a) Montrer que I’équation f(X) =% admet une solttion unique X, dans ]0 , +oo[.

b) Vérifier que x, = ——.

en-1

. X
c) Calculer lim —.

n—+o N

Exercice 10
Dans le graphique ci-contre

€ et T" sont les courbes représentatives ,

dans un repére orthogonal (O, i j) d’une fonction r

f dérivable sur IR et de sa fonction dérivée f'.

Chacune des deux courbes et I' possede : ¢ os

* une branche parabolique de direction I’axe des

ordonnées au voisinage de +.
-0.5]

* une asymptote d*équation Y =0 au voisinage de — oo

1) Par une lecture-graphique :

a) Déterminer, parmi les courbes ¢ et T celle qui représente la fonctionf’.
b) Déterminer T(0),f(0)etf(1).

c) Dresser le tableau de variation de f.

X

2)*Onradmet que la fonction f est définie sur par :f(X) = ——.
1+Xx+X

a) Calculer f'(x), pour x € IR
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2X+1

b) Montrer que pour tout X € IR ona: f(x) —f'(x) =f(X) ———— .
1+x+X

c¢) En déduire les coordonnées du point d’intersection des deux courbes ( et/T..

1 4 2X+1
d) Montrer que pour tout x >—=ona: f(X)-f'(X) > ———.
) aep 2 0 =) 3Je 1+ x+x2

3) Soit t un réel supérieur ou égale a 1. On désigne par A(t) I’aire de la partie du plan limité par les deux

courbes € et I' et les droites : x = —% et x=t

a) Montrer que A(t) > iIn(1+ t+1t?) _ 4 (ﬁj
e e

3Je 3Je (4

b) En déduire tIim A(t).
Exercice 11

On considére la fonction f définie sur IR — {—l} par f(x)=-1+ X—_iex . On désigne par ¢ la courbe
X+

représentative de f dans un repére orthonormé (O /)"

1) Calculer Im f(x) , IiEnlff(x) , lim f(x)s lim f(x).

x—>(-1)"

x*+1

2) a) Montrer que pour X e IR—--1;, f'(X)=—¢
) a) que pour X e ~{}()(X+1)2

b) Donner le tableau de variation de-f.

3) a) Montrer que I’équation f(x) ='0~admet dans ]—l, +oo[ une unique solution o etque 1,5<a <16.

b) Vérifier que e = a—+i et.quef (—a) =0
. f(x) 3 . .
4) a) Calculer lim ——=. Interpréter graphiquement le résultat.
X400 X

b) Tracer la courbe §.
Exercice 12

A) On consideére la fonction f définie sur IR par :{f(x) =x-1+e’ Si x<0
f(X) = x-xInx si x>0
Soit (C) sa courbe représentative ( unité graphique 2cm)
1) a) Montrer.que f est continue en 0
b) Montrer que f est dérivable & gauche en 0 est que le nombre dérivé a gauche en 0 est 2
c) Etudier la dérivabilité de f a droite en O
2) @) Etudier les variations de fsur oo , 0] puissur J0, +od
b), En déduire le tableau de variation de f sur IR
3). a) Montrer que la droite A:y =X -1 est une asymptote a (C) au voisinage de — o

b) Préciser pour x <0, la position de (C) par rapporta A
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c) Préciser pour x > 0, la position de (C) par rapporta A’:y =X

d) Déterminer une équation cartésienne de la tangente T a la courbe (C) au point A(e , 0)
4) Tracer A, A', T et (C)
B) Soit g la restriction de fa I’intervalle [1 , + oo[
1) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J que 1’on précisera. On
désigne par (C') la courbe représentative de g*

b) Vérifier que la droite T définie dans A)3)d) est tangente a la courbe (C’) au point B(0 , e)

c) Tracer (C')
2) Soit I(1, 1). Calculer en cm?, I’aire du domaine limité par les-axes de coordonnées 1’arc [ IA] de la
courbe (C) et I’arc [ I B] de la courbe (C’)

Exercice 13

2X

. e e . , .
A) Soit f la fonction définie sur IR par :f(x) = 1 et'soit (C) sa courbe représentative
+

eZX

1) a) Calculer |im f(x) et lim f(x)

X—»—00 X—>+00

2e2X

b) Montrer que pour tout réel x on a : f'(x).= —(1+ ey )2

¢) Montrer que le point I(O : %) est'un centre de symeétrie de (C)

d) Donner une équation cartésiennede la tangente T a (C) au point |

2) a) Montrer que pour tout réeltona : f'(t) < %

b) En intégrant les deux meémbres de 1’inégalité précédente, montrer que pour X >0 ona :f(x) < %(x +1)

c) Déterminer alors la position de (C) par rapporta T
3) Tracer (C)etT

4) a) Montrer que fest une bijection de IR sur ]0 : ]{
b) Soit y € ]0 : ]{ . Déterminer le réel x tel que f(x) =y

c) En déduire.la représentation graphique dans le méme repere de la fonction g définie sur ]0 : ]{ par :

1 X
="nl=—
009 =383
0 2nt

B) Onreonsidere la suite (1,) .. définie pour tout entier naturel n non nul par : 1, = Il
© Jl+e

dt

2t
a) Montrer que la suite (1) .. est décroissante et positive

b) En déduire que la suite (1,) .. estconvergente
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. 1
c) Montrer que pour tout entier naturel nnonnulona: I, < o
n

d) En deduire |im I,

N—>+00

Exercice 14
1) Onareprésenté ci-dessous, les courbes (C) et (T"), représentatives d’une fonction f définie et dérivable sur

IR et sa fonction dérivée f'.

(©)

1) Reconnaitre la courbe représentative de f et cellerde f'.
2) Déterminer (0), f(0), f(-1) et f(-1).
3) Calculer I’aire A de la partie du plan limitée par la courbe de f', I’axe des abscisses et les droites
d’équations X =-1 et x=0.
I1) La fonction f est définie sur IR par fi(x) = (x +1)%e”*
1) a) A I’aide d’une double intégration par parties, montrer que ﬂf(x) dx=2e-5.
b) Déterminer I’aire A’ de la.partie du plan limitée par les courbes (C) et (I" ) et les droites
d’équations X =-1 et x=0.
2) Soit g la restriction de.f£a Vintervalle [1, + oo[.
a) Montrer que g réalise une bijection de [1, + oo[ sur un intervalle J que 1’on précisera.
b) Montrer que l’équation g(x) =0 admet dans [1, +oo[ une solution unique o et que 1L,4l< a <1,42.

a+l

, (g~ désigne la fonction réciproque de g ).
all-o)

¢) Montrer que.g™" est dérivable en o et que g™ (a) =

Exercice 15

I ) Soit fa fonction définie sur IR par f(x)=e* —x.
1) Dresserle tableau de variation de f.

2) Endéduire que pour tout réel x, e* —x >1.

I14).Dans la figure ci-dessous est représentée, dans un repére orthonormé (O, 1, J), la courbe C, d’une fonction

gdéfinie, continue et dérivable sur 0, +od[.
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La droite d’équation x = 0 est une asymptote a la courbe C,.

La courbe C, admet une branche parabolique de direction (O j) au voisinage de +o.
1) a) Déterminer g(1), g(2) et g(3).

b) Déterminer lim g(x) , lim g(x) et lim
x—0" X—>+00

9(x)

Xt X
c) Déterminer le signe de g'(x).

2) Soit h la fonction définie sur ]0,+oo[ par h(x) =e?® et soit C | sacourbe représentative.
a) Calculer h(1) , h(2) et h(3).

b) Justifier que Iirr(;h(x) =+oo et lim h(x) = +oo.

c) En écrivant

, pour X >2 montrer que la courbe C, admet au voisinage de +oo, une

h(x) _e"™ g()
x  g(x) x

branche parabolique de direction (O j)
d) Dresse le tableau de variation de g.

3) Soit o >0.

On note M et N les points des courbes C, et ,Cy.dabscisse ..
a) Calculer la distance MN en fonction de g(a).

b) Montrer que la distance MN est minimale lorsque oo =2. T
0.5

4) Tracer la courbe C, .

Exercice 16 3

On a représenté ci-contre, la«courbe (£ )d une fonction f
définie, dérivable et stricfement croissante sur J-1,1].

Les droites (A) et (A")yd2équation A ‘ A’

respectives x =—1(et x =1 sont les asymptotes a(C) . E 0 T M O R PR
La droite (T) eSt-la tangente & (£ )en O.
1) En utilisant le.graphique déterminer (0) et f'(0). o

2) Soit g la fonction réciproque de fet (') sa courbe

représentative
a) Déterminer g(0)et g’(0)
b)<Tracer la courbe (C")
3)..Sachant que I’expression de g est de la forme

e +a .
i p pour tout X € IR, montrer en utilisant ce
e* +
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X

qui précéde que g(x) :ex—_i ,pour tout x € IR .
e +

—X

—— 1 e
4) a) Vérifier que =— , pourtout x € IR .
e*+1 e +1

b) Calculer alors [[g(x) dx

5) Soit A I’aire de la partie du plan limitée les courbes () et (') les.droites d’équations X =1 et y =1
a) Montrer que A =1-2[ g(x)dx .
b) En déduire A.
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