Etude de fonctions 4°M Sc Expérimentales
Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,7,j).

Exercice 1

La courbe Cy représentée ci-dessous et celle d’une fonction f définie sur R.

1) Déterminer graphiguement les limites suivantes™: lim f(x) ; lim f(x) ; lim LG, limf(l)
X—>—00 x>+ x—o4w X x-0*" \x

2) Déterminer graphiquement f',(0) et f'4(0). Déterminer le domaine de dérivabilité de f.
3) Dresser le tableau de variation de f sur R.
4) Soit g la restriction de f a intervalle [0, +o].
a) Montrer que g réalise une bijectionde [0, +oo[ sur un intervalle J que ’on déterminera.
b) Construire la courbe € -1 de g~ 1 puis dresser le tableau de variation de g~1.
c) Calculer g=1(2) puis (g™1)'(2).
d) La fonction g~ est-elle'dérivable a droite en 1 ? Justifier votre réponse.
Exercice 2
1) Soit P la fonction définiesur R par : P(x) = 2x3 +3x% + 1
a) Dresser le tableau.de variation de la fonction P.
b) Montrer que Péquation P(x) = 0 admet dans R une unique solution a et que -2 < a < —1

c) Dresser alorsile tableau de signe P(x).
3
2) Soit f la fonction définie par : f(x) = % et soit C sa courbe représentative.

a) Déterminer le domaine de définition D, de la fonction f.

P(x)
(1-23)

b) Montrer que f est dérivable sur D¢ et que pour tout x € Dsona; f'(x) =

c).Dresser alors le tableau de variation de la fonction f.
3)yDéterminer les asymptotes de Cy.

4)..2) Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C; au point d’abscisse 0.

b) Etudier la position relative de Cy et T.
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c) Tracer T et Cy. (on prendra f(a) = —1,1)
Exercice 3

Soit f la fonction définie par : f(x) = 3 — Va2 + 1 et soit Cy sa courbe représentative.
1) a) Déterminer D le domaine de définition de f

b) Montrer que f est dérivable sur R

c) Dresser le tableau de variations de f.
2) Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = f(x) — x.

a) Montrer que vx e R,ona g'(x) <0

b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans R une unique solution ¢ etque 1 < a < 2.

c) En déduire le signe de g(x) sur R.

d) Etudier la position relative de Cy et A: y = x
3) a) Montrer que la droite A;: y = x + 3 est une asymptote a Cy au voisinage —oo

b) Montrer que C; admet au voisinage +co uneasymptote oblique A, que I'on précisera

c) Tracer Cy, A, Ay et A,
4) Soit h la restriction de f a I’intervalle [0, ¥co}.

a) Montrer que h réalise une bijection de.R ssur |—oo,2] .

b) Montrer que la fonction h~1 réciproque de h est continue sur ]—o , 2] et préciser son sens de
variation sur ]—oo,2].
5) a) Montrer que h~1 est dérivable'sur?intervalle |—co , 2].

b) Montrer que h™! n’est pas dérivable a gauche 2.

c) Calculer h~1(x) en fonction/de x pour tout x € ]—oo , 2].

d) Tracer C,-1 courbe représentative de h™1,

Exercice 4

3+2x%+3x-2
x243

Soit f la fonction définie-par : f(x) = et soit Cy sa courbe représentative.

1) a) Déterminer le domaine de définition de f

(x+1)%(x%-2x+9)

b) Montrer que’f est dérivable sur Retque vx e Rona: f'(x) = 2e3)?
x2+

c) Dresser le tableau de variation de f
8

x2+3

b) Montrer alors que la droite D: y = x + 2 est une asymptote oblique a Cy.

2) a) Montrerquevx e Rona: f(x)=x+2 —

¢) Etudier la position de Cs et D.

3) a) Déterminer une équation cartésienne de la tangente T a C; au point d’abscisse 0
b).Montrer que T est paralléle a D
¢) Etudier la position de Cs et T.

4) Tracer T, D et Cy.
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5) Soit la droite A: y = x ; étudier la position de Cy relativement a la droite A

7) Soit la suite (U,,) définie sur N par U, = 0 et pourtoutn e N ; U,.,, = f(U,)
a) Montrer que pourtoutn e Nona;-1<U, <1
b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

Exercice 5

—x3 . , .
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = ;::x et soit Cy sacourbe représentative.
1) a) Déterminer les réels a et b tel que pour toutx € Rona: f(x) = ax + x;’:g

b) Montrer que la fonction f est impaire. Que peut-on deduire pour la courbe Cy ?

2) a) Montrer que Vx € R,ona; f'(x) = %

b) Dresser le tableau de variation de f.
3) Donner une equation de la tangente T a C¢ a I’origine.
4) Soit D la droite d’équation D : y = —x.

a) Etudier la position de Cy relativement a fa.droite D.

b) Montrer que pour tout réel x non nulena: f(x) + x = 13
X xz

En déduire liIP f(x) + x. Que peut-on/déduire pour la courbe Cf ?
X—+00

5) Tracer D, T et Cy.

6) Soit la droite A: y = x ; étudier.la position de Cy relativement a la droite A
7) Soit la suite (U,,) définie sur N-par Uy = % etpourtoutn € N; U,y = f(U,)
a) Montrer que pour toutn € Nona;0<U, <1
b) Montrer que la suite (U,,) est croissante
c) En déduire que la'suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.
Exercice 6
Soit f la fonction définie par : f(x) = 1 —VxZ — 2x + 5 et soit C; sa courbe représentative.
1) a) Montrerque'f est définie sur R.
b) Montrer.,gque la droite D: x = 1 est un axe de symétrie de Cy.
2) a) Montrer_que f est dérivable sur R et déterminer f'(x).
b) Préciser le sens de variation de f sur [1, +ool.
c) Montrer que xlirfoof(x) = —o0

d).Dresser le tableau de variation de f.
-4

x—14+Vx2-2x45

b) Montrer que la droite D: y = —x + 2 est une asymptote oblique a C; au voisinage de +co.

3). a) Vérifierquevx e Rona: f(x) — (—x+2) =
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¢) En déduire que la droite D,: y = x est une asymptote oblique a Cy au voisinage de —co.
4) Tracer Dy, D, et Cy.
Exercice 7
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = VxZ + 8 — x et soit C; sa courbg’représentative.
1) a) Montrer que xliTmf(x) =0

b) Montrerque vx e Rona: f(x) >0

f(x)
Vx2+8

2) a) MontrerqueVx € R ona: f'(x) = —
b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Etudier la branche infinie de C; au voisinage de —x

3) Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = f(x) — x
a) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans R une unique solutionaetque 1,6 <a < 1,7
b) En déduire le signe de g(x) sur R.
¢) Etudier les positions relatives de Cy et de la droite A:y = x
d) Construire Cy et A.

Exercice 8

Soit f la fonction définie sur ]—oo , 1] parf(x) = —vV1 — x et soit Cr sa courbe représentative.

1) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche'en 1 et interpréter le résultat graphiquement.
b) Montrer que f est dérivable sur.}=co, 1|
c) Dresser le tableau de variation.de f.

2) a) Etudier la branche infinie(de € au voisinage de —oo.
b) Montrer que I’équation+f (x) = x admet dans |-, 1] une unique solution e et que -2 < a < —1
¢) Etudier la position relative'de CretA:y = x
d) Tracer Cr et A

3) a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de |—oo, 1] sur un intervalle J que I’on précisera.
b) En déduire que.f admet une fonction réciproque que ’on notera h
c) Montrer que h-est dérivable sur |—co, 0]

d) Expliciter h(x) pour tout x € |—o0, 0]
4) Soit la suite (U,,) définie sur N par U, = % etvne N ; U, = f(U,)

a)MontrerqueVneN;ona:aSUHS%

b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante
¢) Montrer que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

Exereice 9

X
Vx2+4

On désigne par Cy sa courbe représentative dans un repére orthonorme (0,17,))
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1) Déterminer liin f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
X—+ 00 X—>—00

- , . 4
2) a) Montrer que f est dérivable sur R et que f'(x) = P v
b) Dresser le tableau de variation de f.
-12x
Montrer r ER, f" =
3) a) Montrer que pour tout x ' (x) N

b) En déduire que le point A(0, 1) est un point d’inflexion a la courbe C;
c) Donner une équation de la tangente T a la courbe C au point.d’abscisse 0.
4) Tracer latangente T et Cy
5) a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle I que I’on précisera.
On note f~1 sa fonction réciproque.

b) Tracer C;-1 la courbe de f~1 dans le méme repére (0,1,)).

c) Montrer que f~1 est dérivable en 1 et calculér/(f~1)'(1).

d) Montrer que pour tout x € I, f~1(x) = fﬁt—;——li)z :

B)

1) Montrer que pour tout € [0, +oo[, 0.<'f(x) < % :

2) a) Montrer que I’équation f(x).='x_admet une unique solution a dans [0,+x[etque 1l < a < 2

b) En déduire que pour tout x €[0,'«], f(x) = x.

N | =

3) Soit la suite (U,,) définie sur.N-par {Uo =
Un+1 = f(Un)

a) Montrer que pour tout.e/N", 0 < U,, < a.
b) Montrer que pourteutn € N, (U,,) est croissante.

c) En déduire que la'suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

4) a) Montrer que'pour toutn € N, |U,;; — a| < %IUn —al.

n
b) En déduire'que pour toutn € N, |U, — a| < G) |Up — al.

c) Retrouveralors lim U,

n—+oo

Exercice.10

X

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = 1 +-—= etsoit (C;) sa courbe représentative

V1+a2

1)*Caleuler lim f(x) et lirP f(x) etinterpreter les resultants graphiquement.
X—>—00 X—>+00

1) "a) Dresser le tableau de variation de f

b) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que I’on déterminera
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¢) Soit £~ la réciproque de f, expliciter f~1(x) pour tout x € J
d) Ecrire une équation de la tangente T & (C;) au point d’abscisse 0
e) Etudier la position relative de (C;) et la tangente T.
2) Soit la fonction g définie sur R par g(x) = f(x) — x
a) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans R une unique solution e et que 1 < a < 2.
b) En déduire le signe de g(x) sur R
c) Etudier la position relative de (C) et la droite A:y = x

d) Construire (C;) ; T et A

3) Soit la suite (U,) définiesur NparUy, =0 et U,,, = f(U,)
a) MontrerquevneNona:0<U, <«

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante
c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

Exercice 11
Soit la fonction f définie par f(x) = V1 — x3 (et'soit C; sa courbe représentative.
1) a) Montrer que |—, 1] est le domaine.de-définition de f.
b) Montrer que f est dérivable sur |—oo, 1.
c) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et interpréter le résultat graphiquement
d) Dresser le tableau de variation def.
2) Soit la fonction h définie sur ]+#oce 1] par h(x) = f(x) — x.
a) Dresser le tableau de variation de h.
b) Montrer que I’équation“h(x) = 0 admet dans |—o, 1] une unique solution ¢ etque 0 < a < 1
c) En déduire le signede h(x)sur |—o ,1].
d) Etudier les positions relatives de C¢ et de la droite D:y = x
[&x)

3) a) Montrer que lim = =-—o et interpréter le résultat graphiquement.
X>—®©

b) Construire Gy et la droite D (unité graphique 3 cm).
4) a) Montrerque"f réalise une bijection de | —oco, 1] sur un intervalle J que I’on déterminera.
b) La fonction“f~! est-elle dérivable en 1 ? Justifier.
c) La fonetion £~ est-elle dérivable a droite en 0 ? Justifier
d) En‘déduire que f~1 est dérivable sur [0,1[ U ]1,+oo]
Exercicenl2

Soit\f la fonction définie sur ]0,+oo[ par: f(x) =1 + % et soit C sa courbe représentative.

1) “a) Etudier les variations de f.
b) Montrer que f réalise une bijection de ]0, +oo[ sur un intervalle J que ’on déterminera.
2) Soit £~ la réciproque de f et soit (C") sa courbe.
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a) Calculer f1 (%) puis (f~1)’ G)
b) Dresser le tableau de variation de f~1.
c) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
3) Soit g la fonction définie sur |0, +oo[ par : g(x) = f(x) — x.
a) Dresser le tableau de variation de g.
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans |0, +oo[ une unique solution e etque 1 < a < 2
c) En déduire le signe de g(x) sur]0,+ool.
d) Etudier la position de Cy et la droite A:y = x.
4) Construire Cyet (C).
Exercice 13

. . PP . _ 2 . . .
Soit f la fonction définie sur par : f(x) = —x + 7= etsoit C sa courbe représentative.

1) Donner le domaine de définition de f.
2) a) Calculer xl_lmo f(x) et xlﬂ'h f(x).
b) Dresser le tableau de variation de f.
3) a) Montrer que la droite D: y = —x est-une asymptote a Cy.
b) Etudier la position relative de C¢ parvapporta D.
4) a) Donner une équation cartésienne de‘la tangente T a la courbe C¢ au point d’abscisse 0.
b) Tracer C¢ ; D etT.
5) Montrer que I’équation f(x) = x~admet dans |]—1, +oo[ une unique solution @ etque 1 < ¢ < 1,5
6) a) Montrer que f réalise une'bijection de ]—1, +oo[ sur un intervalle J que I’on déterminera.
b) Montrer que f~1 la réciprogue de f est dérivable sur J.
¢) Calculer en fonction de.a ;~(f 1)’ (a).
d) Tracer la courbe (C"de f1.

7) Déterminer la primitive F de f sur |—1, +co[ qui s’annule en 1.
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