Etude de fonctions 3éme Mathématiques

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,7 ,§ ):

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x? + 2x — 3 et soit Cy sa courbe représentative.

1) a) Déterminer le domaine de dérivabilité de f et calculer f'(x).
b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Déterminer les points d’intersections de C; et ’axe des abscisses et de C; et ’axe des ordonnées.
d) Montrer que la droite D : x = —1 est un axe de symétrie.de Cy.

2) a) Donner une équation cartésienne de la tangente T & C¢au point d’abscisse —2.

b) Calculer liT G, interpréter le résultat graphiquement.
X—

o X

¢) Construire T et C; dans un méme repere.
3) Soit la droite D:y = —2x + m ou m est un parameétre réel, déterminer en fonction de m le nombre
de points d’intersection de C; et D'
Exercice 2
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =“ax? + bx + ¢ oU a, b et ¢ étant des réels et soit Cy sa courbe
représentative. On note S(—2, —3) le sommet de Cr. La courbe C; admet au point d’abscisse —1 une
tangente dont une équation cartesienne est : y = 2x.
1) Déterminer les réels a, b et c.
2) On suppose dans la suite que = f(x) = x? + 4x + 1.

a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Montrer que la droite” D,: x = —2 est un axe de symétrie de Cy.

¢) Construire Cy.
3) Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) = x* + 4|x| + 1 et soit C, sa courbe représentative.

a) Montrer que la fonction g est paire.

b) Déeduire de €g'la représentation graphique de C,.

c) Dresser letableau de variation de g.
Exercice 3
Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = x* + ax* + bx + ¢, ol a b et c sont des réels et soit Cf sa
courbe représentative.
1) Déterminer les réels a b et c pour que f admette des extrema en —1 et en 1 et que la tangente a Cy au
point.d’abscisse 0 passe par le point A(—1,4).
2) “On suppose dans la suite que : f(x) = x3 — 3x + 1.

a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Préciser les extrema de f.
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3) a) Montrer que le point I(0, 1) est un centre de symétrie de Cy.
b) Montrer que le point I(0, 1) est un point d’inflexion de Cy.
4) Determiner les abscisses des points de Cy ou la tangente en ces points est paralléle a la droite
A:9x—y+2=0.
5) Tracer Cy.

Exercice 4

x2+3
x+1

Soit f la fonction définie par : f(x) = et Cy sa courbe representative.

1) Déterminer le domaine de définition D de f.

2) Déterminer trois réels a, b et c tels que : pour tout x €Dy, f(x) = ax + b + x:-_l

3) a) Etudier les limites en —oo et en +oo de la fonction g définie sur Dy par : g(x) = f(x) —x + 1.
b) Que peut-on en conclure pour Cy et la droite A:y =x — 1.
¢) Etudier la position de Cy par rapport a A.

4) Montrer que le point I(—1,—2) est un centre de symétrie de Cy.

5) a) Etudier les variations de f.
b) Tracer Cy.

X243
|2+ 1

6) Soit h la fonction définie par : h(x) =

a) Etudier la parité de h.
b) Deduire de Cy la représentation graphique de C,.

Exercice 5

2
On considere la fonction f définie.par : f(x) = :TZ et on désigne par Cy sa courbe représentative

2_
1) a) Montrer que la fonction.f est dérivable sur R\{2} et que vx € R\{2}ona: f'(x) = %

b) Dresser le tableau'de,variation de f.
c) Préciser les extremums de la fonction f.
2) a) Montrer queda droite A: y = x + 2 est une
asymptote a C; et\préciser I’autre asymptote.
b) Etudier les.positions relatives
de la courbe C¢/par rapport a la droite A.
3) Soit_D_la*droite d’équation : 3x +y —5 = 0.

a) Déterminer les tangentes a la courbe C¢

paralléles a la droite D.

b).La droite D est-elle tangente a la courbe Cy.
4) Dans la figure ci-contre on a placé le point A(2,1).

Pour tout réel x > 2, on note M un point de I’axe des abscisses.
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La droite (AM) coupe I’axe des ordonnées en un point N.

a) Montrer que ’ordonnée de N est égale a ﬁ

b) Exprimer, en fonction de f(x) I’aire du triangle OMN.
c) En déduire la valeur minimale de I’aire du triangle OMN.

Exercice 6

ax®+bx+1

Soit la fonction f définie par f(x) = — avec a et b deux réels: Soit C sa courbe représentative.

1) a) Déterminer le domaine de définition de f

2_ —2b—
b) Montrer que Vx € R\{2}ona: f'(x) = %’;)3"1

c) Déterminer alors a et b pour que C; admette en A(15+=1) une tangente parallele a la droite
d’équation y=-2x+3.

2) On admet dans la suite que f(x) = ~—x*1

x—2

a) Montrer que la droite A: y = x + 1 est une asymptote oblique a Cy au voisinage de +o et — .
b) Déterminer I’autre asymptote a Cy.

3) a) Dresser le tableau de variations de f

b) Soit le point I(2, 3) Montrer que I est.un-centre de symétrie pour Cy

¢) Construire Cy .

d) Soitu = T+ j .Déterminer I’équation de Cr dans R’=(I,4,J).
4) a) Discuter suivant les valeurs du paramétre réel m le nombre de solutions de I’équation :
xX2—(m+Dx+2m+1=0.

b) Dans le cas ou la droite Dy,:y = m coupe la courbe C; en deux points distincts M’ et M”’, on pose
K milieu de [M’M”’].
Quiel est ’ensemble 4 des:points K lorsque m varie ?

c) Déterminer les réelsm'tel que OM’M”’ soit rectangle en O.
3

5) Soit la fonction g/définie par g(x) = |x| + 1 + 2

a) Déduire la courbe C, représentative de g a partir de Cy.

b) Etudier graphiquement la dérivabilité de g en 0.
c) Retrouyver.le résultat par le calcul.

Exercice 7

x2—4x-1

Soit fulafonction définie par : f(x) = 2 et soit C sa courbe représentative.

—
1) a)-Déterminer D le domaine de définition de f.

f) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
2)~Soient trois réels a, b et ¢ tels que : pour tout x € Dy, f(x) = ax+ b + ﬁ

a) Calculer de deux maniéere lim I® en déduire a.

xX—>+wn X
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b) Calculer linzl(x — 2)f(x) en déduire c.
c) Calculer £(0) en déduire b.
d) Montrer que la droite A: y = 2x est une asymptote a Cy.

3) Dresser le tableau de variation de f.

4) Montrer que le point I(2,4) est un centre de symétrie de Cy.

5) Etudier la position de Cy par rapport a A.

6) Tracer Aet Cy.

7) a) Montrer que pour tout réel m C; coupe la droite D : y = m en deux points distincts M, et M,
b) Déterminer les coordonnées du point I = M, * M, en fonction de m
c) En déduire ’ensemble des points | lorsque m varie

8) Soit g(x) = f(—|x|) construire C4 a partir de Cy

Exercice 8

x2+x+1

Soit la fonction f définie par f(x) = et soit_C€y sa courbe représentative.

x2+x

1) a) Déterminer le domaine de définition D, de+f

b) Déterminer les réels a , b et c tel qué pour tout x € Dy ona: f(x) = a + g + i

c) Calculer les limites de f aux bornes.de son domaine de définition et interpréter les resultats
graphiquement.

2) Dresser le tableau de variations de f.
3) Montrer que la droite A: x = —% est un axe de symetrie de Cy.

4) a) Tracer A et Cy.

b) Discuter graphiquement et suivant les valeurs du parameétre réel m, le nombre de solutions de
I’équation f(x) =m
5) Soit la fonction.g, définie sur D, par g(x) = —f(x). Sans étudier la fonction g, tracer sa courbe C,.

6) Soit la suite.(U,,) définie sur N* par U,, = f(n)

a) Veérifier que pourtoutn e N*ona:U, =1+ % — ﬁ

b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante et minorée ( on peut utiliser la question 2).
7) Soitlasuite (S,,) définiesur N*par S, =U; + U, + -+ U,

a) Veérifier que pourtoutn e N*ona:§,=n+1- ﬁ

bY Calculer lims,, et lim Sn

n—-+o n—-+oo N
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Exercice 9

ax2—4x++ﬁ
x-1

1) Soit la fonction f définie par f(x) =
a) Déterminer le domaine de définition de f.
b) Calculer Vx € Dy et en fonction de a et g f'(x)
c) Déterminer les réels a et B pour lesquels f admette un extremum-égal a 2 en 3
2) Onprendparlasuitea=1et =7
a) Dresser le tableau de variation de f
b) Préciser la nature des extrema de f.
c) Montrer que le point I(1,—2) est un centre de symétrie;de Cy.
3) a) Déterminer trois réels a ,b et c tel que Vx € Dy ; f(x) = ax + b + xf—l

b) Montrer que A: y = x — 3 est une asymptote oblique a C; au voisinage de +oo et —co
¢) Etudier la position de Cy par rapport a A.
4) Tracer A et Cy.
5) Discuter suivant les valeurs du parameétre réel m le nombre des solutions de I’équation
X2-—@+mx+m+7=0
Exercice 10
Soit f la fonction définie par : f(x) = 2¢/xZ — 4x et soit C; sa courbe représentative.
1) Montrer que f est définie sur |—e , 0} U [4, 4]
2) Montrer que f est dérivable sur]—e ,0[ U |4, +oo].
c) Etudier la dérivabilité de f/a-gauche en 0 et a droite en 4.
d) Interpreter graphiquement,les résultats obtenus.
3) Montrer que la droite A: x =.2 est un axe de symétrie de Cy.
4) Montrer que les droites.Dy; y = 2x — 4 et D,; y = —2x + 4 sont des asymptote a C¢
respectivement en +w_et'en —co.
5) Calculer f'(x) pourtout x € ]—o,0[ U ]4, +oo[ et dresser le tableau de variation de f.
6) Tracer A, Dy, Dy €t Cy.
7) soit la fonction g définie par g(x) = f(|x| + 4)
a) Montrer que g est définie sur R.
b) Montrer-que la fonction g est paire.
¢) Expliquer comment peut-on déduire C, a partir de Cy. Tracer C,.

Exercice 11

x2-2x+5

Soit fla fonction définie par f(x) = On désigne par C; sa courbe représentative

x-1
1) “a) Vérifier que pour tout x € R\{1}onaf(x) =x—1+ x‘_*_l

b) Dresser le tableau de variation de f

(a,B) € IR* et soit C; sa'courbe représentative.
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2) a) Montrer que D : y = x - 1 est une asymptote a Cy au voisinage de — o et au voisinage de + oo
b) Etudier la position de Cyet la droite D
c) Montrer que le point I (1,0) est un centre de symétrie pour la courbe C
d) Tracer la courbe Cy
3) a) Montrer qu’ils existent deux tangentes T, et T, a la courbe C gui sont paralleles a la droite
d’équation y = — 3x
b) Donner des équations réduites de T, et T,
3) a) Montrer qu’il existe une unique tangente T a la courbe Cy passant par le point A(0,—1)

b) Donner une équation cartésienne de T et la tracer

4) Discuter suivant les valeurs du parametre réel m le nombte de solutions de I’équation :
X2—(m+Dx+m+4=0
5) Soit g la fonction définie sur ]1, +oo[ par g(x) ‘= /f(x)
a) Montrer que g est dérivable sur |1 ; +oo|
b) Dresser le tableau de variation de g
g

c) Calculer liT — Interpréter graphiquement ce résultat.
X—+0o0

Exercice 12
On considére un cercle G de centre 0 et de rayon 1 et les points A(1,0) et B(—1,0)
Soit H un point d’abscisse x du segment [AB] et distinct de 4 et B. La perpendiculaire a (AB) passant

par H coupe le cercle G en deux point M et N
On désigne par f la fonction définie sur [—1,1] par f(x) = (1 — V1 — x2
1) On pose x abscisse du point'H
a) Déterminer I’intervalle a'lequel appartient x puis montrer que OH = |x]|
b) On désigne par ##(¥)Faire du triangle AMN
Montrer que pour tout x'€ |[-1,1[ona: # (x) = f(x)
2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en —1 et a gauche en 1 et interpréter les résultats

graphiquement

b) Montrer,que f est dérivable sur |—1,1[etqueVx € |—-1,1[ona f'(x) = %
—X

c) Dresser le tableau de variation de f

d) Montrer que si I’aire % (x) est maximale alors le triangle AMN est équilatéral
3) Tracer (Cy) courbe représentative de f
AySoitl = {M(x,y) € P/y* = —(1 — x*)2(1 — x?) = 0}

a) Montrer que I' = (C) N (€") ot (C’) est une courbe que I’on précisera

b) Tracer I' dans le méme repere que (Cp).
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