Equations a coefficients Complexes 4°me Mathématiques

Dans tous les exercices le plan P est rapporté a un repeére orthonormé direct (0, u ,v).

Exercice 1
1) a) Calculer (v3 — 3i)”
b) Résoudre dans C ’équation : z2 — (V3 + i)z + 2 + 2iV3 = 0
2) Soient les points A et B d’affixes respectives : 2i et v/3 — i
a) Ecrire sous forme trigonométrique les complexes 2i et v/3 — i
b) Placer dans le plan les points A et B
3) a) Déterminer I’affixe du point C tel que AC = OB.
b) Montrer que le point € appartient au cercle de centre O et passant par 4
c) Montrer que le quadrilatére OACB est un losange
Exercice 2
Soit dans C PPéquation (E) : z% — 2iz — (1 + a?)= 0 ol a est un paramétre complexe.
1) a) Résoudre dans C I’équation (E), on notera par z; et z, ses solutions.
b) Montrer que |z,| = |z,| © a € R.
2) Soient les points A, B, M, N et I d’affixes respectives 1; -1+ 2i;i+a;i—aceti.
a) Montrer que M et N sont symétriques par rapport au point 1.
b) Montrer que lorsque M ¢ (AB) AMBN est un parallélogramme.
3) Onsuppose quea = e +1 i o000 € [0,2n]
a) Montrer que lorsque 6 varie ; le point M varie sur le cercle G de centre A et de rayon 1.
Exercice 3
1) Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes équation : (1 + i)z? —2z+1—-i=0
2) Soitm un nombre complexe de module v/2 et dont un argument est a.
Résoudre dans C I’équation (E):mz?> —2z+m = 0, olum est le nombre complexe conjugué de m .
3) a) Montrer que-les racines z' et z'’ de I’équation (E) s’écrivent sous la forme :
2 =i otz =G
b) On désigne par M’ et M"' les points d’affixes respectives z' et z'’ et par M le point d’affixe z’' + z'’

Montrer que % = i. En déduire que les vecteurs OM' et OM" sont orthogonaux

c)‘Montrer que le quadrilatere OM'MM'"' est un carré.
Exercice 4

V6+VZ | V62 .,
2 t z ¢

Soit le nombre complexe u =

1)~a) Ecrire u? sous la forme exponentielle.

b) En déduire I’écriture exponentielle de u.
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2) Donner les valeurs exactes de cos .- et sin -

3) a) Construire les points A et B d’affixes respectives u et iu?.

o2
b) Déterminer I’ensemble E des points M d’affixes z tel que arg (li: ) = 111—2" [2m]

c) Vérifier que 0 appartient a E puis tracer E.
Exercice 5
1) Résoudre dans C I’équation z?> — (5 —4i)z — 3 — 15i = 0.
On désigne par A, B, A'et B’ les points d’affixes respectifs : —3i ;5 —i; —3 et 1+ 5i.
2) a) Placer les points 4, B, A'et B’
b) Montrer que 0AA’ et O0BB' sont des triangles rectangles et isocéles.
3) Soit M un point de la droite (AB) d’affixe z,.
a) Montrer qu’il existe un réel k tel que z,, = 5k + (2k — 3)i.
b) Montrer que les droites (OM) et (A'B") sont perpendiculaires si et seulement si le point M est le
milieu du segment [AB].
Vérifier que danscecasona: A'B' = 20M.
Exercice 6

1) a) Donner la forme exponentielle du complexe 4v2(—1 + i).

b) Résoudre alors dans € P’équation z3 =4+v/2(—1 + i)

=2e? @ z==+"icotan >

4 4

. T 2z -1 1 1 (7]
2) soit @ €]0 ) [.Montrer que : ( )

3) Résoudre dans C I’équation (2z—1)3 = 4v2(—1 + i)z3

Exercice 7

Soit m un réel non nul.

1) Résoudre dans C I’équation : z2 — 2iz — (1 + m?) = 0.

2) Pour tout complexe z,on pose : f(z) = z3 — 3iz?> — (3 + m?)z + i(1 + m?).
a) Vérifier que f(i) =0 et en déduire une factorisation de f(z).
b) Résoudre dans CI’équation : f(z) = 0.

3) On consideére-les points A, M' et M"' d’affixes respectives : i ,i+m et i — m.
a) Vérifier que 4 est le milieu du segment [M'M"’].
b) Montrer que le triangle OM'M" est isocele.
c) Déterminer les valeurs de m pour que le triangle OM'M"’ soit équilatéral.

Exercice 8

1) Soit I’équation (Ep) : z2 — 4e%z + 4e€%® + 2 —2i\/3=0
a) Mettre le nombre —2 + 2i+/3 sous la forme exponentielle.

b) Résoudre alors dans C , ’équation (E,).

[OIRVCEINE g Eeglgl] 58 300 174 http://mathematigues.kooli.me/ Page 2



http://mathematiques.kooli.me/

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0 ,u,v).

On désigne par M, et M,

les points d’affixes respectives z; = 2e® — 2e's et z, = 2! + 2¢e3
(0 ™ (0
a) Montrer que z; = 4isin (g — g) ei(z*5) et Z, = 4 cos (g — %) ¢i(z*5)

b) Déterminer, suivant les valeurs de 8 dans [—m, 7], le module et un argument de

chacun des nombres complexes z; et z,

3) a) Montrer que pour tout € [—m, 7]\ {ﬂ

3 §} , le triangle OM; M, est rectangle en 0.

b) Déterminer les valeurs de @ pour que le triangle O soit.isocéle.
Exercice 9
1) a) Résoudre, dans C, ’équation : z> — i(2 —e®)z— 1+ e =0 avech e E ,11']
b) Ecrire sous forme exponentielle les solutions.de cette équation.
2) Soient les points (1) , B(i) et le cercle (C) de centre B et de rayon 1 et M(z) un point de (C).
Faire une figure que I’on complétera dans la suite de I’exercice
3) Soit application f: P\{B} — P\{A} qui a tout M(z) associe le point M'(z") telle que z’' = %
a) Soit N le point d’affixe zy = i — ie'®
Déterminer et Construire I’ensemble des points N lorsque 8 varie dans [;—r ,11']

b) Montrer que f n’admet aucun-point invariant.

4) a) Vérifier que pourtoutz #.i,ona: z' — 1 = ;—fi

b) En déduire que vV M. € P\ {B},ona AM’.BM = 2 et (W’;—M7) = —%[211]
d) Construire le point M" image du point M par f.
Exercice 10
Soit @ un réel de Dintervalle |0 , [ et soit (Eg): z% — (1 + D)(i + )z + i(i + e"")2
1) Résoudre dans'C I’équation (Eg).
2) Soient les points M, et M, d’affixes respectives :
z;=c0s0 +i(1+sin0) et z, =—1—sinO +icosO
a) Ecrire z, sous la forme exponentielle.
b) En déduire I’écriture exponentielle de z,.
c) Montrer que le triangle OM M, est isocéle rectangle en 0.
d). Déterminer I’affixe du point M pour que le quadrilatére OM{ MM, soit un carré.
3) ‘Soit A le point d’affixe —1 + i

aff(AMy) _ [
aff(amz) ~ €0t 2
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b) En déduire que les points , M, et M, sont alignés.
4) Déterminer et construire ’ensemble des points M, d’affixe z, lorsque @ décrit |0, m[.
Exercice 11

\/—

Soit f(z2) =22 -9 (5~ i2) z - 81 (3 + i3

7) avecz € C

1) Calculer £(9). En déduire les solutions de I’équation f(z) = 0
2) a) Résoudre dans C Péquation (E): z8 -9 (3—i2)z* —81(; +i) =0
b) Ecrire les solutions sous la formes exponentielle
3) Parmi les solutions de I’équation (E) on trouve les deux solutions
a=iv3et b=v3(2+i2)
Soit A =1r(cos @ +isin@)avecO €]0,m[etr >0
a) Déterminer r et @ pour que les 3 nombres complexes a, 4 et b soient, dans cet ordre, les 3 termes
consécutifs d’une suite géométrique (U,) ,n € IN
b) Déterminer alors la raison q de cette suite
c) Déterminer le module et un argument de U,;.
d) Pour quelles valeurs de , U,, est un réel ?

4) Soit M(z) avec z € C, Déterminer ’ensemble des points M tel que bz? — a|z|? = 0.

Exercice 12

1+ze'®
elf—z

Pour tout réel 8 € |—m, i], on considére la fonction f, définie sur C\{e!} par : fq(2) =
1) Vérifier que si 8 € {—g g} alors- e'® est invariant par f,.
2) On pose 6 = 0.
a) Montrer que pour tout nombre complexe z et z’ de C\{-1, 1}
fo(2) = z' sietseulement z= —fo(—2")

i

b) Montrer que pour tout a + 2k ,k€Z et a # m+ 2km,k€Z ona: fo(e'*) = an(®)
an| -
2

c) Déterminer les racines carrées de ? 1+0).

d) Utiliser les questions a) b) et c) pour résoudre dans C I’équation :
A+22=2@+d1- 2~
3) On suppose que B € |—m, ]\ {—g g } on désigne par A, B , M et M’ les points d’affixes respectives
e —e ™  z et 7 =fo(2)

a) Montrer quetout M+ A et M+ Bona: (H/OLM’)) =0+m+ (W/ITB) [2m]

b) Pour = % , déterminer et construire I’ensemble I" des points M lorsque M’ décrit la demi-droite

y=-—x

d’équation : {x >0
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Exercice 13
Soit m un nombre complexe non nul tel que : [m| =r > 0 et Arg(m) = % [27]. On désigne par M et A

les points d’affixes respectifs m et 1.
\/— 3+i

1) Donner la forme exponentielle de

2) Déterminer r pour que AM = 1.
\/—+l

3) Soit ’équation (E,,) : mz*> — (1 + i)z + = 0 . On désigne par M, et M, les images respectifs des
nombres complexes z, et z, solutions de l’équation (Ep).

a) Sans résoudre I’équation (E,,,), montrer que Arg(z; + z,) = [Zn]

b) Montrer que m (‘F:) =i

c) Résoudre alors dans C I’équation (E,;,).
d) Ecrire z, et z, sous forme exponentielle.

4) Montrer que le triangle OM M, est rectangle et isocéle en 0.

5) Dans la suite de ’exercice M est un point ducercle trigonométrique.
a) Soit 8 € R\{km} ; k € Z. Montrer que - ﬂ =e'® o z=tan (2).

V3+i

2m

b) Résoudre dans C I’équation (E',,) m( ) —(1+1) ( ) = 0.

Exercice 14

On considére dans C ’équation : (E): z% — (¥ + 2¢!%)z + €39 + 2% =0 ;0 € [0, [
On désigne par z, et z, les solutions de (E)

1) Sans calculer A

a) Montrer que z; et .z, sont-non nulles.

elf42
7 3210 +eif

b) Montrer que — +

c) Déterminer @ pour que — + Z— = %
2

2) Résoudre dansC I’équation (E).
3) On considere les points I, M , M’ et M" d’affixes respectives :
z;=1 ;. z=¢e"%; Z7=1-¢%9 et z'=¢e*?+e%; 0€]o,n]
a) Mettre z' et z"" sous forme exponentielle.
b) Montrer que les droites (OM) et (OM") sont perpendiculaires .
4). On a tracé ci-dessous le cercle (€) de centre I et de rayon 1 et (€C") le cercle de

diamétre [OI].
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a) Vérifier que le point M' appartient au cercle (C).

b) Déterminer I’affixe du point K le milieu de [M'M"']
M
Vérifier que K appartient au cercle (C")

c) Montrer que [OK) est la bissectrice de (0T, 0M).

d) Construire les points M’ et M"' pour le point M donné. c

Exercice 15
On considere les points A et B d’affixes respectives a et 1 ou a € C\{1}.Soit f ’application de P\{B}
dans P qui a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' telle que : z' = E
1) Montrer que les affixes des points invariants par f sont les solutions de I’équation :
(E): z*-2z+a=0
2) a) Onsuppose que a = 1 + e?¥ ol € E 37"[ . Résoudre I’équation (E)
b) Mettre sous forme trigonométrique chacune des solutions de (E).
3) Dans cette question on suppose que a = —1

Soit M un point de P\{B} d’affixe z et M’ d’affixe z' = f(z)
a) Montrer que (ﬁ’, W) + (ﬁ’, BM’) =0 [2m]
En déduire que la demi-droite [BA) est une bissectrice de I’angle (W,BM’)
b) Montrer que z’ est imaginaire pur si et seulement si |z| = 1
c) En déduire.la construction du point M’ image d’un point M du cercle trigonométrique privé du
point B.
Exercice 16
1) a) Résoudre dans C , I’équation (E) : z?> + (4 + 3i)z+ 4 — 4i = 0.
b) Déterminer les racines cinquiémes de i et (—4 — 4i).
¢) Résoudre alors dans C, ’équation (E;) : z' + (4 +3i)z°+4—4i=0
d) Résoudre dans C, I’équation :

(Ep): 22+ (4+3i)e“z+ (4 —4i)e** =0; a€]-n,m]
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2) Soit ’équation (E"): 23 + (5 + 3i)z2 + (8 —i)z+4—4i = 0.
a) Montrer que I’équation (E”) admet une solution réelle que I’on déterminera.

b) Reésoudre alors dans C , I’équation (E”).

3) a) Montrer que pour tout € 10, [ ,ona: i—: = e'? sj et seulement si z = cot (g)

b) Résoudre alors dans C, I’équation : (z% + 1) = i(z — i)1°,

Exercice 17

1) On considére dans C ’équation (E) :z>—(1+i)z—i=0

Résoudre I’équation (E). On note z; et z, les solutions de (E).

2) Dans le plan rapporté a un repere orthonormé direct (0 ,u, ).

On désigne par A, B, M, et M, les points d’affixes respectives : 1 ,i,z; etz,.

Soit z un nombre complexe distinctde ,i,z; etz,.

On note M et M’ les points d’affixes respectives z etz = ztt

z—i

Justifier que les points M et M'sont distincts.

Dans la suite de I’exercice on prend z =i+ 2e% o0 0 est un réel.

3) a) Montrer que M décrit le cercle T" de centre B et de rayon 2.
b) Montrer que z’ = 1 + ie™ %

c) Montrer que AM’ = 1 et que (Ti,AM’) = g— 0 [2m].

d) Déterminer I’ensembles des points M’ lorsque le point M décrit le cercle I'.

4) Soit P le milieu du segment [MM'] et zp son affixe.

On désigne par Q le point d’affixe z, = e'+zp

1+i+2¢0 +ije—i0

a) Vérifier que : zp = >

iﬁ+23i(a+%)_e-i(%+e)

b) En déduire que zp. = >

c) Montrer alors que z, = %cos (0 + g) +i (\/2—7 + gsin (9 + %))

5) Montrer que lorsque le point M varie sur le cercle T', alors les coordonnées du point Q(x,y) vérifient

2
s éauation suivante - 4x? 4 2 (v —Y2) =
I’équation suivante : 4x +4(y 2) =1
Exercice 18

Soit dans € P'équation (E):z% + (1— 2 cos - e'1) 22 — (2cos Ze's — i)z +i =0
1)+a) Vérifier que (2 in— _i%)z = —4isin? =
)a) Vé q sin—e = —4isin® —

b) Résoudre dans C I’équation (E'): z% — 2 cos%e’?z +i=0
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c) Ecrire les solutions de (E ") sous forme exponentielle.
2) a) Vérifier que zy = —1 est une racine de (E).
b) Montrer que :
z3 + (1 — Zcos%eii)z2 — (2 cosl—ZeiZ — i)z+ i=(z+1) (z2 — 2cos%ei12+ i)

c) Résoudre alors I’équation (E).

V3+i V6—Z T
——e12
2 2

3) Soit A , B et C les points d’affixes respectives a = ;b=-1 et c=

On désigne par H le milieu de [AB] d’affixe zy

V62
4

7
a) Montrer que zyz = sin__e'®2 en déduire que sin— =
b) Montrer que H est le milieu de [0C].
c) Montrer alors que OACB est un losange.

4) Ci-dessous on a placé les points A et B sur le cercle (C) de centre O et de rayon 1.

V612

c) Construire le cercle (€") de centre O et de rayon

2
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