Série dérivabilité 4°™ Sc Techniques

Dans tous les exercices le plan est rapporté & un repére orthonormé (O, 1, j)
Exercice 1
Soit f la fonction définie sur [-1, 1] par f(x) = xV1 — x2
1) a) Montrer que f est continue sur [—1,1].
b) Montrer que f est dérivable sur |—1, 1[.
2) a) La fonction f est-elle dérivable a gauche en 1 ? est-elle dérivable a droite en —1 ?
Interpréter graphigquement les résultats obtenus.
3) a) Calculer f'(x) pourx € |—-1,1[.
b) Etudier le signe de f'(x) et dresser le tableau de variation de f
Exercice 2

On atrace ci-contre, Cy la courbe représentative

d’une fonction f définie sur |- ,—1[ U [0, 7] :\

La droite A:y = —2x — 7 Q\\ * }
est une asymptote & C; au voisinage (—co): \ ’ /1
1) a) Déterminer par lecture graphique “:‘\:\ B / /
limf(x) ; llm m et llmf(x) + 2x YN\ A ] J - /
X——0 -
b 5 4 B z/ 1 A fl s /¢ T
’ . . f(x) , T f(x)+3 Mg 1 - .
Fi(=3):F(=2) f () lim == 5 lim == N = |
AR %3 N, \ //
lim 193 o i 125 “. N
x-3~ x— x-7- x=7 L=2n S

B

b) La fonction f est-elle dérivable en 3 ?
c) Déterminer le point d'inflexion de C; et déduire f(5).
2) Ecrire une équation/dela tangente a C¢ au point d’abscisse (—3).
3) Déterminer les intervalles de R sur lesquels f est dérivable.
4) Dresser le tableau de variation de f.
Exercice 3

fX)=x+vVx2+1 si x<0

] et soit (C) sa courbe représentative
f(xX)=x3-3x+1 si x>0

Soit f la fonctien définie par : {

1) Montrer-que f est continue sur R.
2) a) Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
b)-dustifier que f est dérivable sur chacun des intervalles ] —oo ,0[ et ]0,+oo[ et calculer f'(x)

3)"a) Déterminer : lim f(x) et liIP fx)
X—>—00 X—>+00

b) Montrer que Vx € |- ,0[ ona: x + Vx% + 1 > 0 et déduire le signe de f'(x) sur ]—o, 0[

c) dresser le tableau de variation de f.
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Exercice 4
A) Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(x) = % et soit (C) sa courbe représentative.

1) a) Etudier les variations de f.
b) Déterminer I’image de I’intervalle |0, +oo[ par f
c) Soit g la fonction définie sur ]0,+ o[ par g(x) = f(x) — x
c) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a et que a = 2

2) a) Montrer que Vx € [2,+o[ ona:|f' (x)| Si

b) En déduire que Vx € [2,4+xo[ona: [f(x) —2| < ilx— 2|
Exercice 5

f(x) =Vx% —3x six<o0

Soit f la fonction définie par :
! P flx) = ;xz +sin(x?) six>0

et soit (C) sa courbe représentative.

1) Etudier la continuité de f en 0.

2) Montrer que f est continue sur |—co, 0[.

3) Onpose Vx>0 U(x)=x* et V(x)=.sin(x?)
a) Ecrire V sous la forme d’une fonction composée.
b) En déduire que f est continue sur ]0, +eol.

4) a) Calculer xl_l)lgo f(x)

b) Calculer lim {2

xX—>—o X

et lim f(x) +x
X——00
c) En déduire que la droite d’équation y = —x + % est une asymptote oblique a (€) au voisinage de —oo
5) Montrer que Vx > 0 on a+.f(x) = ;xz — 1 eten déduire lil_ll_l f(x)
X—>+o0

6) Etudier la dérivabilité de'f-a gauche et a droite en 0 et interpréter le résultat graphiquement.
7) a) Montrer que f est-dérivable sur |—oo,0[ et calculer f'(x).

b) Montrer que VX >0ona: f'(x) = 3x + 2x cos(x?).
8) Dresser le tableaude variation de f

Exercice 6
1) Soit la fonction+g définie sur R par g(x) = 2x3 — 3x% — 1

a) Dresser le tableau de variation de g
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans R une unique solution a € E ,2[

c) Déterminer le signe de g(x) sur R

2) Soitjla fonction f définie sur ]—1, +oo[ par f(x) = xlg;xl et soit (C) sa courbe représentative.
a) Montrer que pour tout x € |—-1,+oo[ona: f'(x) = G Z(xl))z
X2+

b) Dresser le tableau de variation de f
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c) Etudier les branches infinies de (C)
Exercice 7
Soit f la fonction définie sur ]—oo, 1] par f(x) = —vV1 — x et soit (€) sa courbe représentative.
1) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et interpreéter le résultat graphiquement.
b) Montrer que f est dérivable sur ]—co, 1].
c) Dresser le tableau de variation de f et tracer (C).
2) Soit g la fonction définie sur |—o , 1] par g(x) = f(x) — x
a) Dresser le tableau de variation de g.
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans ]—co, 0] une unique solution a.

3) a) Montrer que Vx € |- ,0] ona: |f'(x)] S%

b) Montrer que Vx € |—c0,0] ona: |f(x) —a| < ilx - al
Exercice 8

fX)=x+Vx2£2x si x<0

) et soit (€) sa courbe représentative.
f(x)=x+1-cosvx si x>0

Soit f la fonction définie par : {

1) a) Déterminer xlilgo f(x)
b) Montrer que Vx € R} on a: x < f(x).et-en déduire xlil}loof(x).
2) Justifier que f est continue sur R.
3) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 0 et interpreter le résultat graphiquement.

b) Montrer que Vx € R} onat f(") =1+ 1—c:s\/i

c) Etudier la dérivabilité de f-a.droite en 0.
4) Montrer que f est dérivablessur chacun des intervalles ]—co,0[ et ]0,+oo[ et calculer f'(x).

Exercice 9

- cos(x) si x<0

f(x)=2x+—F—
f(x)=\/x2+2x si x>0

1) a) Montrer que“f est continue en 0.

Soit f la fonction définie‘par : et soit (C) sa courbe représentative.

b) Montrer.gue+f est continue sur R.
2) a) Calculer lim f(x) et lim f(x) — x.
X=>+00 X—+0o0

fx)

b) Montrer.que Vx € |—o0,0[0na: 2 < == <2+x2—2

c) Galouler lim 1 f(x) et lim f(x)

3) a)Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter le résultat graphiquement.
b).Etudier la dérivabilité de f a gauche en 0.
¢) Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles |—co ,0[ et ]0,+oo[ et calculer f'(x).

4) Préciser le sens de variation de f sur [0, +oo].
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1

sinx

5) Soit la fonction g définie sur ]0 ’2—’] par: g(x) =

a) Etudier les variations de g et en déduire g (]O ED

b) Soit la fonction h définie sur ]0 '2—’] par: h(x) = f (Siix)

c) Montrer que h est dérivable sur]O ’Z—I] et que Vx € ]Og] ona h'(x) = — —= x f’( ! )

(sinx)2 sinx
d) Préciser le sens de variation de h.

Exercice 10

Soit la fonction f définie sur [—1, +oo[ par f(x) = ’“;—1

1) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en —1.

b) Montrer que Vx € |-1,+w[ona: f'(x) = Tl(x) et en déduire le sens de variation de f.

c) Montrer que Vx[0,1]ona: |f'(x)| < %
Exercice 11
Pour chacune des questions suivantes, une seulesréponse proposée est exacte.

1) Soit f une fonction continue sur R tel que f (1)=2 alors

A limf ()=t o EMf(T) =2 o limf(T) =1
2) f une fonction dérivable sur R vérifiant f'(2) = 0 alors :
a) La courbe de f admet une tangente horizontale au point d’abscisse 2.
b) La courbe de f admet une tangente vertical au point d’abscisse 2.
c) La courbe de f admet nécessairement un extremum au point d’abscisse 2.
3) f une fonction dérivable sur R Vérifiant f(2) = f(5) = 1 alors I’équation f’(x) = 0 admet dans] 2, 5[
a) Au moins une solution b) Exactement une solution c) Aucune solution
Exercice 12 4
On donne ci-contre lasecourbe (C) représentative
d’une fonction f

Les droites d’équations = x+ 1 ,x = 2

et y = 1 sont dessasymptotes a (C) A

1) Déterminergraphiquement
* le domaine de définition de f
* le.domaine de continuité de f
* le’domaine de dérivabilité de f
2)..a).Calculer graphiquement :
f(=2),(0),f(1) et f(3),
b) Calculer graphiquement :
f'(=2).f(0) f(1) et f'(3)
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3) Dresser le tableau de variation de f.
4) Déterminer graphiquement les limites suivantes :

lim f(x) | imf(0) , limf(x) lim ), limfof(x) , limf o fx) et"lim /@22

Exercice 13
Iff(x)=2x+\/1+4x2 si x<0
Soit la fonction f définie par : {f(x) =1+ x% sin (%) si 0<x<1

2x

Ik f(x)=§+3m si x=>1

1) a) Déterminer lim f(x).
X——©

b) Montrer que f est continue en 0.

c) Montrer que f est strictement croissante sur |—oo, 0].
2) a) Montrer que est continue en 1.

b) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1.

c) Justifier que f est dérivable sur 10, 1[ puis calculer f'(x).
3) Soit g la fonction définie sur [1, +oo[ par g(x)= f(x) + 2

a) Dresser le tableau de variation de g.

b) Montrer que Vx € [1,+o[ona: g/(x) < i

c) Montrer que I’équation g(x) = x“admet dans |4, 5[ une unique solution a.

d) Montrer que Vx € [1,+o[ona:{g(x) —al < %Ix - al.
Exercice 14

Soit la fonction f définie sur |1+ o[ par : f(x) = ﬁ —Vx

1) Etudier les variations de f sur |1, +oo[ et calculer les limites de f aux bornes de I’intervalle |1, +ool.

2) a) Montrer que ’équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans 1, +oo[.

b) Montrer que 1 < a.< 2.
3) Soit la fonction g.définie sur [1, +oo[ par (x) =1+ % . Montrer que g(a) = a.
4) a) Déterminer.’image de P’intervalle [1, +oo[ par la fonction g.

b) Montrerque'vx[1,+w[ona: |g'(x)| < %

c) En déduire que Vx[1,+x[ona:|g(x) — a| < %Ix —a

Exercice 15
1

V1+x2

1)‘a) Calculer liln f(x) etinterpréter le résultat graphiquement
X—>+00

+1

Soit la fonction f définie sur R par : f(x) =

b) Justifier que f est dérivable sur R et que pour tout x € Rona f'(x) =

—-Xx
(x2+1)\/x2+1

c) Dresser le tableau de variation de f
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2) Soit la fonction g définie sur R par g(x) = f(x) — x

a) Dresser le tableau de variation de g

b) Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution a dans R et.que a € |1, 2]

c) Montrer que a est une solution de ’équation a* — 2a3 + 2a?> —2a =0

3) Soit la fonction h définie sur ]0 ’Z—I[ par h(x) = f(tanx)
a) Montrer que h est dérivable sur ]0 ’Z—I[

b) Montrer que pour tout x € ]0 ’Z—I[ h'(x) = —sinx

c) Dresser le tableau de variation de h.

Exercice 16

Soit f la fonction définie sur | — oo, 1] par f(x) = 2x + %
1) a) Calculer lim f(x) et lirlrgf(x)
X—>—00 x>
1
2(Vi—x)*

b) Montrer que pour toutx €] — oo, 1], f'(x) =2+

c) Dresser le tableau de variation de f.
2) a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet.une unique solution a dans ] — oo, 1]
etque-1<a<0.

c) Déduire le signe de f(x) sur chacun des intervalles | — o, [ et Ja, 1[.
3) Soit la fonction g : x = x% — 2/T=x

a) Veérifier que pour pour tout x.€] — «,1[, g'(x) = f(x).

b) En déduire les variations de'g sur | — oo, 1] .

4) Soit h la fonction définie sur [0 g[ par h(x) = f(sinx).

a) limh(x).

T
)

b) Déterminer h'(x)~En déduire les variations de h sur [O , g[
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