DERIVABILITE 4eme Mathématiques
Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repére orthonormé (0, i,]).

Exercice 1

1
: - = xsin (- i x>0
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = xsin (x) St X
(x) =x—(sinx)? si x<0

1) a) Calculer liT f(x).
x—+o0
b) Montrer que pour toutx < 0ona: f(x) < x et en déduire lim f(x).
X——00

2) Montrer que f est continue sur R.
3) Calculer f'(x) pour x € |—co,0[ puis pour x € |0, 4+
5) a) Justifier que la fonction f est strictement croissante sur I’intervalle |—oco , 0[

b) Déterminer I’image de I’intervalle ]—co ,0[ par la fonction f

6) a) Montrer que I’équation f(x) = —g admet une unique solution a dans [-, 0]

b) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet au/moins une solution dans [i %]
Exercice 2

Soit la fonction f définie sur ]1, +oo[ par f(x) = +1 et soit Cy sa courbe représentative.

VX

1) Etudier les branches infinies de Cy.
2) Déterminer I’image de I’intervalle ]1,, +oo[ par f.

3) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans |1, +oo[ une unique solution ¢ etque1 < a < 2

g(x) = f(tanx) si x € ]E E[

4) Soit g la fonction définie sur E g] par{ +'2
a(3)=1

Montrer que g est continuelsur E g]

Exercice 3

On considére la fonction vx —» x3 — 2x% + x — 1

1) étudier les variations de f et donner son tableau de variation.

2) Montrer que I’équation f(x) = 0, admet dans R une unique solution ¢ etque 1 < a < 2
g(x) = x? sinxi2 si x#0

g(0)=0

a) Montrer que : x € R*ona: —x? < g(x) < x?

3) Soit la fonction’g définie sur R par : {

b) Montrer que g est continue en 0
c) Calculer li1+n g(x).
X—+ 00
EXercice 4
I)~Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = 3x + 2 sin x et soit Cy sa courbe représentative

a) Montrer que pour tout x deRona:3x—2 < f(x) <3x+ 2
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b) En deéduire lim f(x) et lir+n fx)
gx) = o six>0

2) Soit la fonction g définie sur R par : 1
x3—3x+§ six<0

et soit G, sa courbe représentative
a) Montrer que g est continue en 0

x
3x—-2

b) Montrer que pour tout x > Zona: X< gx) <
3 3x+2
c) En déduire liT g(x) et interpréter le résultat graphiquement
xX—+00

3) a) Montrer que I’équation g(x) = 0 dans admet |—co, 0] une ufiique solution e etque @ € |-2; —1[
b) Déterminer alors le signe de g(x) sur intervalle |—od, 0]
Exercice 5
Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on pose f,,(x) = x3 —2nx + 1
1) Montrer que la fonction f,, est strictement décroissante sur [0, 1]
2) Prouver que I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution a,, dans [0, 1]
3) a) Vérifier que, pour tout entier = 2, f,,,41(a,)='-2a,
b) Montrer alors que la suite (a,,) ainsi définie.est décroissante.
c) En deduire que la suite (a,,) est convergente.
4) a) Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, a,, < %
b) En déduire la limite de la suite (a;,)
Exercice 6
Soit la fonction f définie sur R par : foo = x+1+os(ﬂx) stx<0
fx)=x3—-12x+1 si x>0
1) a) Vérifier que J}ilglf(x) =1
b) Montrer que f est continue en 0

c) Montrer que Vx € |—¢c,0[ona: % <fx)<1

d) Déterminer algrs«lim f(x)
X——00
2) a) Montrer quePéquation f(x) = 0 admet dans [—% ,O] au moins une solution a

b) Montrer que sin(wa) = —V—a? — 2a
3) a) Dresser le'tableau des variations de la fonction f sur P’intervalle [0, +oo[
b) Déterminer f([0,2]) et f([2,+x[)
4) a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans [0, +oo[ exactement deux solutions B et A et tel que
B €0, 2[etae]2,4]
b) Déterminer alors le signe de f(x) sur Pintervalle [0, +oo[
Exercice 7

1) En utilisant ’une des inégalités des accroissements finies montrer que Vx € Ron a: [sinx| < [x|
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2
2) a) En déduire le sens de variation sur I’intervalle [0, 7] de la fonction h : x » 1 — cos x — x?

2
b) En déduire que vx € [0,m]ona: 1 —cosx—%s 0
3) a) Montrerque Vx € [0, ] ona:x —sinx < %x?’
b) En déduire que Vx € [—m, 0] on a:%x3 < x-—sinx

4) Soit la fonction f définie sur R par : {f(x) - @ six#0
f(0)=0
a) Montrer que f est continue en 0
b) Montrer que f est dérivable en 0 et déterminer f'(0).
Exercice 8
1) Soit la fonction définie sur IR par f(x) = — x + Va2 + 8 et soit (€) sa courbe représentative.
Dresser le tableau de variation de f.

2) Etudier les branches infinies de f et tracer la courbe(C)

3) a) Montrer que Vx € [1,2],0ona: 1< f(x)y<.2 etendéduire que Vx € [1,2],ona: |[f'(x)| <

wIinN

4) Soit la suite U définiesur Npar Uy =1 et vne N ; U, = f(U,).

a) Montrerquevne N ; 1<U, <2

b) Tracer la droite d’équation y = x puis‘représenter les quatre premiers termes sur I’axe des
abscisses

c) Quelle conjecture peut-on proposer
5) Onpose a = 2\/% vérifier que f(a) = a

a) Montrer que pour tout .entier naturel nona: |U,.; — a| < EIU,, — 3]

b) Calculer alors la limite.de suite U
Exercice 9

On a représenté ci-dessous deux courbes (C;) et (C,) d’une fonction f et de sa fonction dérivé f' toute les

deux définies sont,continues sur [—2,+o[ ladroite D : y = xet A (O é) €(Cy) et B (0 %) € (Cy)
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1) Reconnaitre la courbe représentative de f et celle de f' (justifier)

2f(x)-1

2) Déterminer chacune des limites suivantes lim f(x) ; lim et lim—=
xX—+00 x—1 2x-2

x>0 2-5f(x)

3) a) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans [0, 1] une unique solution‘a
b) Montrer que pour tous réels aet b de [0,1] ona: |f(b) — f(a)| < élb —a|

4) Soit la suite U définie sur N par Uy € [0,1] etvn € N ; U, =f(Uy).

a) MontrerquevneNona: 0<U,<1

b) Montrerquevn e Nona: |U,.; — «f S%IU,I - al

n
c) En déduire alorsquevne Nona: |U, — a| < (%) :

d) Déterminer alors lim U,,.

n—»+oo

Exercice 10
Soit f la fonction définie sur ]—oo, 1] par f(x) = =V1 — x et soit Cy sa courbe représentative.
1) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et/interpréter le résultat graphiquement.
b) Montrer que f est dérivable sur |—co, 1]
c) Dresser le tableau de variation de f et tracer Cy
2) Soit g la fonction définie sur |—o , 1] parg(x) = f(x) — x
a) Dresser le tableau de variation de g

b) Montrer que I’équation g(x) = 0 ‘admet dans |—oo, 0] une unique solution a

3) a) Montrer que Vx € |- ,0] on a: |f'(x)| S%

b) Montrer que Vx € |—o0,0]ona: [f(x) — a| < %Ix— al

Exercice 11

On a représenté ci-contre la:courbe C d’une fonction f définie et continue sur IR
La droite D : y = 1 est une-asymptote a C au voisinage de —oo

La droite D : y = —x4.1-€st une asymptote a C au voisinage de +o

1) En utilisant le graphique répondre aux questions les suivantes

= A Y fx) . 4. 2
xu?mf(x)+2x’ lim —— llmﬁf(ﬁ)

¥=—co f(X)-1 " x50+

tim x[f (3 22] Jim fof; fofQ-2 4 __e— |

X—>+00

2) Soit g une-fonction deux fois dérivable sur [—2 , + oo

tel que g(0) = % et dont la fonction dérivée a pour

représentation graphique celle de f a Pintervalle [—2 , + oo

a) Montrer que Vx € [0,2] ona :|g(x) — %| < 2|x|

b) Montrer que la courbe de g admet un point d’inflexion dont on donnera les coordonnées

2x2
1+x2
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a) Dresser le tableau de variation de h

b) Pour n € IN* montrer que I’équation h(x) = ﬁ admet une unique solution U,, dans [0, +oo[

c) Vérifier que U, €]0,1[

d) Montrer que U,, = /n"? et déterminer lim U,

n—-+oo
4) a) Montrer que la fonction fo hhh est dérivable sur [0, +oo[
b) Dresser le tableau de variation de fo hhh sur [0, +oo[
Exercice 12

On donne ci-dessous la courbe €, d’une fonction g dérivablessur -1, +oo].
* Ladroite A: x = —1 est une asymptote a C.
* La courbe €, admet une branche parabolique de direction celle de (0 ,7) au voisinage de +oo.

* Ladroite A": y = x est tangente a C; au point d’abscisse 0.
*On poseg(%) =2, et g(1) = 4, avec i<11 <A, <1

Aclx=-1 Cy

15

S

| myp—

-15

1) A partir du graphique déterminer lin}+g(x) ; lilP gx); lil_zl % et g'(0).
xXx—o— Xx—>+00 xX—+00

2) Soit f la fonction définie sur [0, +oo] par f(x) = g(\/E) et soit C sa courbe représentative.

a) Déterminer dim f(x) et lim f@
X=+00 xX—>+oo X

f®

b) Montrerque lir51+T = +oo interpréter graphiquement le résultat.
xX—

c) Sachant'que Vx € |-1,+x] ; g'(x) = ;11 , montrer que f est dérivable sur ]0, +o] et que

1
2(x++/x)

Vx € ]0, 4] ; f'(x) =
d) Dresser le tableau de variation de f.

3)a) Montrer que Vx € E ,1] onaf'(x) < g
b) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans E ,1] une unique solution a

¢) Placer les points de Cy d’abscisses i ;a; 1et4. Tracer Cy (on prendra = 0,55)
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4) Soit la suite (U,,) définie sur IN parparUy, =1 et U, = f(U,)

a) Montrer que vn € IN ;i <U,<1
b) Montrerque Vn € IN ; |U .1 — a| < ;IUn —af

n
c) En déduire par récurrence que Vn € IN ; |U, — a| < G) Uy — al
d) Déterminer lim U,

n—-+oo

Exercice 13

X

vxZ-1

Soit la fonction f définie sur ]1,4oo[ par : f(x) =

1) a) Etudier les variations de f sur |1 ,+oo[
b) En déduire I’image de I’intervalle ]1, +oo par f.
1 ,
g(x) - f(cosx) St x € ]0'5[

5(()-1

Montrer que Vx € ]0 g[ ona:g(x) = ﬁ et en.déduire que g est continue a gauche en g

2) Soit g la fonction définie par :

3) Calculer g’ (x) de deux maniéres pour tout x € ]0 g[

4) Montrer que ’équation g(x) = x admet dans ]0 g[ une unique solution « et queg <a< g

Exercice 14

1-cos(x?)

fOy=2x+—— si x<0
fx)=Vx? + 2x si x>0

1) a) Montrer que f est continueen 0.

Soit f la fonction définie par : et soit (€) sa courbe représentative.

b) Montrer que f est continue sur R.
2) a) Calculer lim f(x). et lim f(x) —x.
X—+00 X—+00

f&)

b) Montrer que Vx € ]J=e0 ,0[ on a: ZSTS2+;—2

c) Calculer lim f(x) et lim %
X——00 X——00

3) a) Etudier la derivabilité de f a droite en 0 et interpréter le résultat graphiquement.
b) Etudier la'dérivabilité de f a gauche en 0.
c) Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles ]—co,0[ et ]0,+oo[ et calculer f'(x).

4) Préciser le'sens de variation de f sur [0, +oo].
1

sinx

5) Soit la,fonction g définie sur ]0 g] par: g(x) =

a)"Etudier les variations de g et en déduire g (]0 ED

b) Soit la fonction h définie sur ]0 '21] par : h(x) = f( ! )

sinx

c) Montrer que h est dérivable sur ]O '21] et que Vx € ]O g] ona:h'(x) =— (;(:1ij;2 X f' (Si:lx)
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d) Préciser le sens de variation de h.
Exercice 15
(f(x)=2x+m si x<0
Soit la fonction f définie par : 4 fO)=1+x*sin,- si 0<x<1

5 2x

ka(x)=§+ﬁ si x>1

1) a) Déterminer xlilflmf (x).

b) Montrer que f est continue en 0.

c) Montrer que f est strictement croissante sur |—oo, 0].
2) a) Montrer que f est continue en 1.

b) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1.

c) Justifier que f est dérivable sur 10, 1[ puis calculer f'(x).
3) Soit g la fonction définie sur [1,+oo[ par: g(x) = f(x) + 2.

a) Dresser le tableau de variation de g.

b) Montrer que Vx € [1,4+»[ona: g'(x) < i

c) Montrer que I’équation g(x) = x admet dans |4, 5[ une unique solution a.

d) Montrer que Vx € [1,4+ [ on a |g(x).—a| < ilx — «af
Exercice 16

Soit la fonction f définie sur [—1, +oo[\par f(x) = x;f_l

1) a) Etudier la dérivabilité de f.a gauche en —1.

b) Montrer que Vx € |-1,+x[ona: f'(x) = ﬁ et en déduire le sens de variation de f.

c) Montrer que Vx[0 ,1]'onas |f'(x)| < %
2) Soit la suite U définiessurN par Uy, =0 et vneN ; U, 4 = f(U,).
a) MontrerquevneN; 0< U, <1.

b) Montrer que¥Yn€ Nona: |U,.; — 1| S%IUn —1].

n
c) Montrerque Yn e Nona: |U, — 1| < G) et en déduire la limite de suite U.
Exercice 17

Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = 3—"2 + 2 et soit (C) sa courbe représentative.
+x

Ji+x?
1) a) Justifier que f est dérivable sur IR et calculer f'(x)
b)-Dresser le tableau de variation de f.
¢) Etudier la position de (€) par rapport a sa tangente T au point A(0, 2).

d) Construire (C) etT.
1

2) a) Montrer que Vx € [VZ,+o[ona: 0 < f'(x) < NG
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b) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans [vVZ , +oo[ une solution unique a .
3) Soit la suite (U,) définie sur IN par U, =2 etvn€IN ; U, = f(U,)

a) Montrerquevn e IN ;ona: U, = 2

b) Montrerque vn € IN ;ona: |U,,; — al < %IUn - al
Ly 1\"

c) En déduirequevn e IN ;ona: |U, — a| < (ﬁ) |2 — af

d) Calculer alors la limite de suite U

Exercice 18
xk
1) Pour tout entier naturel n > 1, on définie la fonction f3: R* > R: x » ———
) D Nra
Démontrer que la fonction f; est strictement croissante sur R*
: : P | _ _(wp?
2) Soit la suite (U,,) définie sur N par : U, = SetvneN Uy = T

a) Montrer par récurrence que : la suite (U,,) est'strictement décroissante.
b) Montrer par récurrenceque :vne N ; 0 <WU, <1

3) En déduire que la suite (U,,) est convergente et.calculer sa limite.

4) a) Montrerque VneNona: 0 < Ui <%

b) Retrouver alors la limite de la suite (U,,)

Exercice 19

Soit la fonction f définie sur J1,+oo[ par: f(x) = ﬁ —Vx

1) Etudier les variations de f sur.]1./+oo[ et calculer les limites de f aux bornes de ’intervalle |1, +oo[

2) a) Montrer que ’équation f(x)’= 0 admet une unique solution a dans 1, +oo|
b) Montrer que 1 < a <.2
3) Soit la fonction g définie'sur [1,+oo[ par (x) =1+ % . Montrer que g(a) = a.
4) a) Déterminer ’image de I’intervalle [1, +oo[ par la fonction g.
b) Montrer que Vx €[1,4+o[ona:|g'(x)| < %
c) En déduire.que’vVx € [1,+o[ona:|g(x) — gla)| < %Ix —al.

5) Soit la suite'U_définie sur Npar Uy =2 et vne Nona: U,.; = g(U,).

a) Montrerquevn e Nona: 1<U, < 2.

b) Montrerquevn e Nona: |U,;; — al < %IUn —al.

n
c) Montrerquevn e Nona: |U, — a| < G) et en déduire la limite de suite U.
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	1)  a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à gauche en 𝟏 et interpréter le résultat graphiquement.
	2)  Soit 𝒈 la fonction définie sur ,−∞ , 𝟏. par 𝒈,𝒙.=𝒇,𝒙.−𝒙
	3)  a) Montrer que ∀𝒙∈,−∞ , 𝟎. on a : ,𝒇′(𝒙).≤,𝟏-𝟐.
	Soit la fonction 𝒇 définie par : ,,𝒇,𝒙.=𝟐𝒙+,𝟏+𝟒,𝒙-𝟐..          𝐬𝐢   𝒙≤𝟎-𝒇,𝒙.=𝟏+,𝒙-𝟐.,𝐬𝐢𝐧-,𝝅-𝟐𝒙.    𝐬𝐢   𝟎<𝒙<𝟏.-𝒇,𝒙.=,𝟓-𝟑.+,𝟐𝒙-𝟑,,𝒙-𝟐.+𝟑..       𝐬𝐢   𝒙≥𝟏        ..
	1)  a) Déterminer ,𝐥𝐢𝐦-𝒙→−∞.𝒇(𝒙).
	2)  a) Montrer que 𝒇 est continue en 𝟏.
	3)  Soit 𝒈 la fonction définie sur ,𝟏 , +∞.  par : 𝒈(𝒙)=𝒇(𝒙)+𝟐.

