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DERIVABILITE        4eme Mathématiques 

Dans tous les exercices le plan est rapporté à un repère orthonormé (𝑶 , 𝒊 , 𝒋 ).  

Exercice 1 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ℝ par : {
𝒇(𝒙) = 𝒙 𝐬𝐢𝐧 (

𝟏

𝒙
)         𝐬𝐢   𝒙 > 𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒙 − (𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝟐   𝐬𝐢   𝒙 ≤ 𝟎
 

1)  a) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙).      

     b) Montrer que pour tout 𝒙 ≤ 𝟎 on a : 𝒇(𝒙) ≤ 𝒙 et en déduire 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙).      

2)  Montrer que 𝒇 est continue sur ℝ. 

3)  Calculer 𝒇′(𝒙) pour  𝒙 ∈ ]−∞ , 𝟎[  puis pour 𝒙 ∈ ]𝟎 ,+∞[ 

5)  a) Justifier que la fonction 𝒇 est strictement croissante sur l’intervalle ]−∞ , 𝟎[  

     b) Déterminer l’image de l’intervalle ]−∞ , 𝟎[  par la fonction 𝒇 

6)  a) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = −
𝝅

𝟐
  admet une unique solution 𝜶 dans [–𝝅 , 𝟎]  

     b) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎  admet au moins une solution dans [
𝟐

𝟑𝝅
 ,
𝟐

𝝅
] 

Exercice 2 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ]𝟏 , +∞[ par 𝒇(𝒙) =
𝒙

√𝒙𝟐−𝟏
 et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative. 

1)  Etudier les branches infinies de 𝑪𝒇. 

2)  Déterminer l’image de l’intervalle ]𝟏 , +∞[ par 𝒇. 

3)  Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙 admet dans ]𝟏 , +∞[ une unique solution 𝜶 et que 𝟏 < 𝜶 < 𝟐 

4)  Soit 𝒈 la fonction définie sur ]
𝝅

𝟒
 ,
𝝅

𝟐
] par {

𝒈(𝒙) = 𝒇(𝐭𝐚𝐧𝒙)  𝒔𝒊  𝒙 ∈ ]
𝝅

𝟒
 ,
𝝅

𝟐
[

𝒈 (
𝝅

𝟐
) = 𝟏                                       

 

Montrer que 𝒈 est continue sur ]
𝝅

𝟒
 ,
𝝅

𝟐
].           

Exercice 3 

On considère la fonction  , 𝒙 ↦ 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟏     

1)  étudier les variations de 𝒇 et donner son tableau de variation. 

2)  Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎, admet dans ℝ une unique solution 𝜶 et que 𝟏 < 𝜶 < 𝟐 

3) Soit la fonction 𝒈 définie sur ℝ par : {
𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙𝟐
   𝐬𝐢   𝒙 ≠ 𝟎

𝒈(𝟎) = 𝟎                                  
 

    a) Montrer que : 𝒙 ∈ ℝ∗ on a : −𝒙𝟐 ≤ 𝒈(𝒙) ≤ 𝒙𝟐 

    b) Montrer que 𝒈 est continue en 𝟎 

    c) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙).      

Exercice 4 

1)  Soit la fonction 𝒇 définie sur ℝ par : 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 + 𝟐𝐬𝐢𝐧𝒙 et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative 

     a) Montrer que pour tout 𝒙 de ℝ on a : 𝟑𝒙 − 𝟐 ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟑𝒙 + 𝟐 
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     b) En déduire 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)   

2)  Soit la fonction 𝒈 définie sur ℝ par :  {
𝒈(𝒙) =

𝒙

𝒇(𝒙)
    𝒔𝒊  𝒙 > 𝟎

𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 +
𝟏

𝟓
    𝒔𝒊  𝒙 ≤ 𝟎

  et soit 𝑪𝒈 sa courbe représentative 

     a) Montrer que 𝒈 est continue en 𝟎 

     b) Montrer que pour tout 𝒙 >
𝟐

𝟑
 on a : 

𝒙

𝟑𝒙+𝟐
≤ 𝒈(𝒙) ≤

𝒙

𝟑𝒙−𝟐
 

     c) En déduire 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) et interpréter le résultat graphiquement 

3)  a) Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝟎 dans admet ]−∞ , 𝟎] une unique solution 𝜶 et que 𝜶 ∈ ]−𝟐 ; −𝟏[ 

     b) Déterminer alors le signe de 𝒈(𝒙) sur l’intervalle ]−∞ , 𝟎] 

Exercice 5 

Pour tout entier 𝒏 supérieur ou égal à 𝟐, on pose 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙
𝟑 − 𝟐𝒏𝒙 + 𝟏 

1)  Montrer que la fonction 𝒇𝒏 est strictement décroissante sur [𝟎 , 𝟏] 

2)  Prouver que l’équation 𝒇𝒏(𝒙) = 𝟎 admet une unique solution 𝒂𝒏 dans [𝟎 , 𝟏] 

3)  a) Vérifier que, pour tout entier ≥ 𝟐 , 𝒇𝒏+𝟏(𝒂𝒏) = −𝟐𝒂𝒏 

     b) Montrer alors que la suite (𝒂𝒏) ainsi définie est décroissante.  

     c) En déduire que la suite (𝒂𝒏) est convergente.  

4)  a) Montrer que, pour tout entier 𝒏 supérieur ou égal à 𝟐, 𝒂𝒏 ≤
𝟏

𝒏
 

     b) En déduire la limite de la suite (𝒂𝒏) 

Exercice 6 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ℝ par : {
𝒇(𝒙) =

𝒙+𝟏−𝐜𝐨𝐬(𝝅𝒙)

𝒙
      𝒔𝒊  𝒙 < 𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟏   𝒔𝒊  𝒙 ≥ 𝟎
 

1)  a) Vérifier que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝒇(𝒙) = 𝟏 

     b) Montrer que 𝒇 est continue en 𝟎 

     c) Montrer que ∀𝒙 ∈ ]−∞ , 𝟎[ on a : 
𝒙+𝟐

𝒙
≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟏 

     d) Déterminer alors 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

2)  a) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet dans [−
𝟏

𝟐
 , 𝟎] au moins une solution 𝜶 

     b) Montrer que 𝐬𝐢𝐧(𝝅𝜶) = −√−𝜶𝟐 − 𝟐𝜶 

3)  a) Dresser le tableau des variations de la fonction 𝒇 sur l’intervalle [𝟎 , +∞[ 

     b) Déterminer 𝒇([𝟎 , 𝟐]) et 𝒇([𝟐 , +∞[) 

4)  a) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet dans [𝟎 , +∞[ exactement deux solutions 𝜷 et 𝝀 et tel que 

𝜷 ∈ ]𝟎 , 𝟐[ et 𝝀 ∈ ]𝟐 , 𝟒[ 

     b) Déterminer alors le signe de 𝒇(𝒙) sur l’intervalle  [𝟎 , +∞[  

Exercice 7 

1)  En utilisant l’une des inégalités des accroissements finies montrer que ∀𝒙 ∈ ℝ on a : |𝐬𝐢𝐧 𝒙| ≤ |𝒙| ht
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 2)  a) En déduire le sens de variation sur l’intervalle [𝟎 , 𝝅] de la fonction 𝒉 ∶ 𝒙 ↦ 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 −
𝒙𝟐

𝟐
 

     b)  En déduire que ∀𝒙 ∈ [𝟎 , 𝝅] on a : 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 −
𝒙𝟐

𝟐
≤ 𝟎 

3)  a) Montrer que ∀𝒙 ∈ [𝟎 , 𝝅] on a : 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝒙 ≤
𝟏

𝟔
𝒙𝟑 

     b) En déduire que ∀𝒙 ∈ [−𝝅 , 𝟎] on a : 
𝟏

𝟔
𝒙𝟑 ≤ 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝒙 

4)  Soit la fonction 𝒇 définie sur ℝ par : {
𝒇(𝒙) =

𝒙−𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
  𝐬𝐢  𝒙 ≠ 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎                            
 

     a) Montrer que 𝒇 est continue en 𝟎 

     b) Montrer que 𝒇 est dérivable en 𝟎 et déterminer 𝒇′(𝟎). 

Exercice 8 

1)  Soit la fonction définie sur 𝑰𝑹 par 𝒇(𝒙) = − 𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝟖  et soit (𝑪) sa courbe représentative.      .  

     Dresser le tableau de variation de 𝒇.  

2)  Etudier les branches infinies de 𝒇 et tracer la courbe(𝑪)      

3)  a) Montrer que  ∀𝒙 ∈ [𝟏 , 𝟐], on a :  𝟏 ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟐   et en déduire  que  ∀𝒙 ∈ [𝟏 , 𝟐], on a :  |𝒇′(𝒙)| ≤
𝟐

𝟑
   

4)  Soit la suite 𝑼 définie sur ℕ par  𝑼𝟎 = 𝟏  et   ∀𝒏 ∈ ℕ ;  𝑼𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑼𝒏). 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ ;  𝟏 ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟐 

     b) Tracer la droite d’équation 𝒚 = 𝒙 puis représenter les quatre premiers termes sur l’axe des 

abscisses  

     c) Quelle conjecture peut-on proposer  

5)  On pose 𝜶 = 𝟐√
𝟐

𝟑
  vérifier que 𝒇(𝜶) = 𝜶 

    a) Montrer que pour tout  entier naturel 𝒏 on a :  |𝑼𝒏+𝟏 − 𝜶| ≤
𝟐

𝟑
|𝑼𝒏 − 𝟑| 

    b) Calculer alors la limite de suite 𝑼 

Exercice 9 

On a représenté ci-dessous deux courbes (𝑪𝟏) et (𝑪𝟐) d’une fonction 𝒇 et de sa fonction dérivé 𝒇′ toute les 

deux définies sont continues sur [−𝟐 , +∞[ la droite 𝑫 ∶ 𝒚 = 𝒙 et 𝑨 (𝟎 ,
𝟐

𝟓
) ∈ (𝑪𝟏)  et  𝑩(𝟎 ,

𝟏

𝟓
) ∈ (𝑪𝟐)          

                                                                                            

 

                                                             

                                                                                   𝒋                                                                    

  

                                                                                     

                                                                                                     𝒊 
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1)  Reconnaitre la courbe représentative  de 𝒇 et celle de 𝒇′ (justifier)  

2)  Déterminer chacune des limites suivantes   𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  ;  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝟐𝒇(𝒙)−𝟏

𝟐𝒙−𝟐
   et  𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎

𝒙

𝟐−𝟓𝒇(𝒙)
 

3)  a) Montrer que l’équation  𝒇(𝒙) = 𝒙 admet dans [𝟎 , 𝟏] une unique solution 𝜶 

     b) Montrer que pour tous réels 𝒂 et 𝒃 de [𝟎 , 𝟏] on a : |𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂)| ≤
𝟏

𝟓
|𝒃 − 𝒂| 

4)  Soit la suite 𝑼 définie sur ℕ par  𝑼𝟎 ∈ [𝟎 , 𝟏] et ∀𝒏 ∈ ℕ ;  𝑼𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑼𝒏). 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a :  𝟎 ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟏  

     b) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a :  |𝑼𝒏+𝟏 − 𝜶| ≤
𝟏

𝟓
|𝑼𝒏 − 𝜶|   

     c) En déduire alors que ∀𝒏 ∈ ℕ on a :  |𝑼𝒏 − 𝜶| ≤ (
𝟏

𝟓
)
𝒏

. 

     d) Déterminer alors 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑼𝒏. 

Exercice 10 

Soit 𝒇 la fonction définie sur ]−∞ , 𝟏] par 𝒇(𝒙) = −√𝟏 − 𝒙 et soit 𝑪𝒇 sa courbe représentative. 

1)  a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à gauche en 𝟏 et interpréter le résultat graphiquement.  

     b) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ]−∞ , 𝟏[  

     c) Dresser le tableau de variation de 𝒇  et tracer 𝑪𝒇  

2)  Soit 𝒈 la fonction définie sur ]−∞ , 𝟏] par 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒙      

     a) Dresser le tableau de variation de 𝒈  

     b) Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝟎  admet dans ]−∞ , 𝟎] une unique solution 𝜶 

3)  a) Montrer que ∀𝒙 ∈ ]−∞ , 𝟎] on a : |𝒇′(𝒙)| ≤
𝟏

𝟐
 

     b) Montrer que ∀𝒙 ∈ ]−∞ , 𝟎] on a : |𝒇(𝒙) − 𝜶| ≤
𝟏

𝟐
|𝒙 − 𝜶| 

Exercice 11 

On a représenté ci-contre la courbe C d’une fonction 𝒇 définie et continue sur 𝑰𝑹  

La droite 𝑫 ∶ 𝒚 = 𝟏 est une asymptote à C au voisinage de −∞ 

La droite 𝑫 ∶ 𝒚 = −𝒙 + 𝟏 est une asymptote à C au voisinage de +∞ 

1)  En utilisant le graphique répondre aux questions les suivantes  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) + 𝟐𝒙 ;  𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)

𝒇(𝒙)−𝟏
 ; 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

√𝒙𝒇 (
𝟐

√𝒙
)  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙 [𝒇 (
𝟏

𝒙
) − 𝟐]  𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞
𝒇𝒐𝒇(𝒙) ; 𝒇𝒐𝒇(]−𝟐 , +∞[) 

2)  Soit 𝒈 une fonction deux fois dérivable sur [−𝟐 ,+∞[  

tel que 𝒈(𝟎) =
𝟏

𝟐
  et dont la fonction dérivée a pour  

représentation graphique celle de 𝒇 à l’intervalle [−𝟐 ,+∞[  

     a) Montrer que ∀𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟐]  on a :|𝒈(𝒙) −
𝟏

𝟐
| ≤ 𝟐|𝒙|     

     b) Montrer que la courbe de 𝒈 admet un point d’inflexion dont on donnera les coordonnées  

3)  Soit 𝒉 la fonction définie sur l’intervalle [𝟎 , +∞[ par 𝒉(𝒙) =
𝟐𝒙𝟐

𝟏+𝒙𝟐
 

ht
tp

://
m

at
he

m
at

iq
ue

s.
ko

ol
i.m

e/
   

  5
8 

 3
00

  1
74

http://mathematiques.kooli.me/


Kooli Mohamed Hechmi     58 300 174          http://mathematiques.kooli.me/ Page 5 
 

     a) Dresser le tableau de variation de 𝒉 

     b) Pour 𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ montrer que l’équation 𝒉(𝒙) =
𝒏

𝒏+𝟏
 admet une unique solution 𝑼𝒏 dans [𝟎 , +∞[  

     c) Vérifier que  𝑼𝒏 ∈ ]𝟎 , 𝟏[ 

     d) Montrer que 𝑼𝒏 = √
𝒏

𝒏+𝟐
  et déterminer 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝑼𝒏 

4)  a) Montrer que la fonction 𝒇𝒐 𝒉𝒉𝒉 est dérivable sur [𝟎 , +∞[ 

     b) Dresser le tableau de variation de 𝒇𝒐 𝒉𝒉𝒉 sur [𝟎 , +∞[ 

Exercice 12 

On donne ci-dessous la courbe 𝑪𝒈 d’une fonction 𝒈 dérivable sur ]−𝟏 ,+∞]. 

* La droite ∆∶ 𝒙 = −𝟏 est une asymptote à 𝑪𝒈.    

* La courbe 𝑪𝒈 admet une branche parabolique de direction celle de (𝑶 , 𝒊) au voisinage de +∞. 

* La droite ∆′: 𝒚 = 𝒙 est tangente à 𝑪𝒈 au point d’abscisse 𝟎.  

* On pose 𝒈(
𝟏

𝟐
) = 𝝀𝟏 et  𝒈(𝟏) = 𝝀𝟐  avec   

𝟏

𝟒
< 𝝀𝟏 < 𝝀𝟐 < 𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1)  A partir du graphique déterminer  𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟏+

𝒈(𝒙)  ; 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) ; 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙)

𝒙
  et 𝒈′(𝟎).  

2)  Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 , +∞] par 𝒇(𝒙) = 𝒈(√𝒙) et soit 𝑪𝒇 sa courbe  représentative.   

     a) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
 . 

     b) Montrer que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙)

𝒙
= +∞ interpréter graphiquement le résultat.  

     c) Sachant que ∀𝒙 ∈ ]−𝟏 ,+∞] ; 𝒈′(𝒙) =
𝟏

𝒙+𝟏
 , montrer que 𝒇 est dérivable sur ]𝟎 , +∞] et que  

∀𝒙 ∈ ]𝟎 ,+∞] ; 𝒇′(𝒙) =
𝟏

𝟐(𝒙+√𝒙)
 

     d) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

3)  a) Montrer que ∀𝒙 ∈ [
𝟏

𝟒
 , 𝟏] on a 𝒇′(𝒙) ≤

𝟐

𝟑
 

     b) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙 admet dans [
𝟏

𝟒
 , 𝟏] une unique solution 𝜶  

     c) Placer les points de 𝑪𝒇 d’abscisses  
𝟏

𝟒
 ; 𝜶 ;  𝟏 et 𝟒. Tracer 𝑪𝒇 (on prendra ≃ 𝟎,𝟓𝟓 ) 
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4)  Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur 𝑰𝑵 par par 𝑼𝟎 = 𝟏  et  𝑼𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑼𝒏) 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵 ; 
𝟏

𝟒
≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟏 

     b) Montrer que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵 ; |𝑼𝒏+𝟏 − 𝜶| ≤
𝟐

𝟑
|𝑼𝒏 − 𝜶|  

     c) En déduire par récurrence que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵 ;  |𝑼𝒏 − 𝜶| ≤ (
𝟐

𝟑
)
𝒏
|𝑼𝟎 − 𝜶| 

     d) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑼𝒏  

Exercice 13 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ]𝟏 , +∞[ par : 𝒇(𝒙) =
𝒙

√𝒙𝟐−𝟏
 

1)  a) Etudier les variations de 𝒇 sur ]𝟏 , +∞[       

     b) En déduire l’image de l’intervalle ]𝟏 , +∞[ par 𝒇. 

2)  Soit 𝒈 la fonction définie par : {
𝒈(𝒙) = 𝒇(

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
)    𝒔𝒊  𝒙 ∈ ]𝟎 ,

𝝅

𝟐
[

𝒈 (
𝝅

𝟐
) = 𝟏                                         

 

     Montrer que ∀𝒙 ∈ ]𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ on a : 𝒈(𝒙) =

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝒙
  et en déduire que g est continue à gauche en 

𝝅

𝟐
  

3)  Calculer 𝒈′(𝒙) de deux manières pour tout  𝒙 ∈ ]𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ 

4)  Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝒙 admet dans ]𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ une unique solution 𝜶 et que 

𝝅

𝟑
< 𝜶 <

𝝅

𝟐
 

Exercice 14 

Soit 𝒇 la fonction définie par : {
𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 +

𝟏−𝐜𝐨𝐬(𝒙𝟐)

𝒙
   𝐬𝐢   𝒙 < 𝟎

𝒇(𝒙) = √𝒙𝟐 + 𝟐𝒙           𝐬𝐢   𝒙 ≥ 𝟎
   et soit (𝑪) sa courbe représentative. 

1)  a) Montrer que 𝒇 est continue en 𝟎. 

     b) Montrer que 𝒇 est continue sur ℝ. 

2)  a) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)   et   𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) − 𝒙. 

     b) Montrer que ∀𝒙 ∈ ]−∞ , 𝟎[ on a :  𝟐 ≤
𝒇(𝒙)

𝒙
≤ 𝟐 +

𝟐

𝒙𝟐
 

     c) Calculer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)   et  𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)

𝒙
    

3)  a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en 𝟎 et interpréter le résultat graphiquement. 

     b) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à gauche en 𝟎. 

     c) Montrer que 𝒇 est dérivable sur chacun des intervalles ]−∞ , 𝟎[  et   ]𝟎 , +∞[ et calculer 𝒇′(𝒙). 

4)  Préciser le sens de variation de 𝒇 sur [𝟎 , +∞[.         

5)  Soit la fonction 𝐠 définie sur ]𝟎 ,
𝝅

𝟐
] par : 𝒈(𝒙) =

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝒙
 

     a) Etudier les variations de 𝒈  et en déduire 𝒈(]𝟎 ,
𝝅

𝟐
]). 

    b) Soit la fonction h définie sur ]𝟎 ,
𝝅

𝟐
] par : 𝒉(𝒙) = 𝒇 (

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝒙
)  

     c) Montrer que 𝐡 est dérivable sur ]𝟎 ,
𝝅

𝟐
] et que ∀𝒙 ∈ ]𝟎 ,

𝝅

𝟐
] on a : 𝒉′(𝒙) = −

𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝐬𝐢𝐧𝒙)𝟐
× 𝒇′ (

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝒙
) ht
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     d) Préciser le sens de variation de 𝒉. 

Exercice 15 

Soit la fonction 𝒇 définie par : 

{
 
 

 
 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + √𝟏 + 𝟒𝒙𝟐          𝐬𝐢   𝒙 ≤ 𝟎

𝒇(𝒙) = 𝟏 + 𝒙𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝝅

𝟐𝒙
    𝐬𝐢   𝟎 < 𝒙 < 𝟏

𝒇(𝒙) =
𝟓

𝟑
+

𝟐𝒙

𝟑√𝒙𝟐+𝟑
       𝐬𝐢   𝒙 ≥ 𝟏        

 

1)  a) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙). 

     b) Montrer que 𝒇 est continue en 𝟎. 

     c) Montrer que 𝒇 est strictement croissante sur ]−∞ , 𝟎]. 

2)  a) Montrer que 𝒇 est continue en 𝟏. 

     b) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à gauche en 𝟏. 

     c) Justifier que 𝒇 est dérivable sur ]𝟎 , 𝟏[ puis calculer 𝒇′(𝒙). 

3)  Soit 𝒈 la fonction définie sur [𝟏 , +∞[  par : 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) + 𝟐. 

     a) Dresser le tableau de variation de 𝒈. 

     b) Montrer que ∀𝒙 ∈ [𝟏 ,+∞[ on a : 𝒈′(𝒙) ≤
𝟏

𝟒
 

    c) Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝒙 admet dans ]𝟒 , 𝟓[ une unique solution 𝜶. 

    d) Montrer que ∀𝒙 ∈ [𝟏 ,+∞[ on a |𝒈(𝒙) − 𝜶| ≤
𝟏

𝟒
|𝒙 − 𝜶| 

Exercice 16 

Soit la fonction 𝒇 définie sur [−𝟏 , +∞[ par 𝒇(𝒙) = √
𝒙+𝟏

𝟐
 

1)  a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à gauche en −𝟏.  

     b) Montrer que ∀𝒙 ∈ ]−𝟏 ,+∞[ on a : 𝒇′(𝒙) =
𝟏

𝟒𝒇(𝒙)
  et en déduire le sens de variation de 𝒇. 

     c) Montrer que ∀𝒙[𝟎 , 𝟏] on a : |𝒇′(𝒙)| ≤
𝟏

𝟐
 

2)  Soit la suite 𝑼 définie sur ℕ par  𝑼𝟎 = 𝟎  et   ∀𝒏 ∈ ℕ ;  𝑼𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑼𝒏). 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ ;  𝟎 ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟏.           

     b) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : |𝑼𝒏+𝟏 − 𝟏| ≤
𝟏

𝟐
|𝑼𝒏 − 𝟏|. 

     c) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : |𝑼𝒏 − 𝟏| ≤ (
𝟏

𝟐
)
𝒏

 et en déduire la limite de suite 𝑼. 

Exercice 17 

Soit la fonction 𝒇 définie sur 𝑰𝑹   par 𝒇(𝒙) =
𝟑𝒙

√𝟏+𝒙𝟐
+ 𝟐  et soit (𝑪) sa courbe représentative. 

1)  a) Justifier que 𝐟 est dérivable sur 𝐈𝐑 et calculer  𝐟′(𝐱) 

     b) Dresser le tableau de variation de 𝒇.  

     c) Etudier la position de (𝑪)  par rapport à sa tangente 𝑻 au point 𝑨(𝟎 , 𝟐).  

     d) Construire (𝑪) et 𝑻. 

2)  a) Montrer que ∀𝒙 ∈ [√𝟐 ,+∞[ on a : 𝟎 < 𝒇′(𝒙) ≤
𝟏

√𝟑
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      b)  Montrer que l’équation 𝒇(𝒙)  =  𝒙 admet dans [√𝟐 ,+∞[ une solution unique 𝜶  . 

3)  Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur 𝑰𝑵 par  𝑼𝒏 = 𝟐  et ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵 ; 𝑼𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑼𝒏)      .           

      a) Montrer que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵 ; on a : 𝑼𝒏 ≥ 𝟐            

      b) Montrer que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵 ; on a : |𝑼𝒏+𝟏 − 𝜶| ≤
𝟏

√𝟑
|𝑼𝒏 − 𝜶| 

      c) En déduire que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵 ; on a : |𝑼𝒏 − 𝜶| ≤ (
𝟏

√𝟑
)
𝒏
|𝟐 − 𝜶| 

      d) Calculer alors la limite de suite 𝑼 

Exercice 18 

𝟏)  𝐏𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝐞𝐧𝐭𝐢𝐞𝐫 𝐧𝐚𝐭𝐮𝐫𝐞𝐥 𝒏 ≥ 𝟏 , 𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝒇𝒌 : ℝ
+ → ℝ:  𝒙 ↦

𝒙𝒌

√𝒙𝟐 + 𝟏
 

Démontrer que la fonction 𝒇𝒌  est strictement croissante sur ℝ+ 

2)  Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ par : 𝑼𝟎 =
𝟏

𝟐
 et ∀ 𝒏 ∈ ℕ      𝑼𝒏+𝟏 =

(𝑼𝒏)
𝟐

√(𝑼𝒏)
𝟐+𝟏

 

     a) Montrer par récurrence que : la suite (𝑼𝒏) est strictement décroissante. 

     b) Montrer par récurrence que : ∀ 𝒏 ∈ ℕ ; 𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝟏 

3)  En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite. 

4)  a) Montrer que  ∀ 𝒏 ∈ ℕ on a :  𝟎 < 𝑼𝒏+𝟏 <
𝑼𝒏

√𝟐
 

     b) Retrouver alors la limite de la suite (𝑼𝒏) 

Exercice 19 

Soit la fonction 𝒇 définie sur ]𝟏 , +∞[  par : 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙−𝟏
− √𝒙                  

1)  Etudier les variations de 𝒇 sur ]𝟏 , +∞[ et calculer les limites de 𝒇 aux bornes de l’intervalle ]𝟏 , +∞[ 

2)  a) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎  admet une unique solution 𝜶 dans ]𝟏 , +∞[ 

     b) Montrer que 𝟏 < 𝜶 < 𝟐                 

3)  Soit la fonction 𝒈 définie sur [𝟏 , +∞[ par (𝒙) = 𝟏 +
𝟏

√𝒙
 . Montrer que 𝒈(𝜶) = 𝜶. 

4)  a) Déterminer l’image de l’intervalle [𝟏 , +∞[ par la fonction 𝒈. 

     b) Montrer que ∀𝒙 ∈ [𝟏 ,+∞[ on a : |𝒈′(𝒙)| ≤
𝟏

𝟐
 

     c) En déduire que ∀𝒙 ∈ [𝟏 ,+∞[ on a : |𝒈(𝒙) − 𝒈(𝜶)| ≤
𝟏

𝟐
|𝒙 − 𝜶|. 

5)  Soit la suite 𝑼 définie sur ℕ par 𝑼𝟎 = 𝟐  et  ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏+𝟏 = 𝒈(𝑼𝒏). 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a :  𝟏 ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟐. 

     b) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : |𝑼𝒏+𝟏 − 𝜶| ≤
𝟏

𝟐
|𝑼𝒏 − 𝜶|. 

     c) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : |𝑼𝒏 − 𝜶| ≤ (
𝟏

𝟐
)
𝒏

 et en déduire la limite de suite 𝑼. 
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