Continuité et limites 4°™ Sc Techniques Sc Expérimentales
Exercice 1

x3-1 -
Soit f la fonction définie par : {f(x) =53 six>1
fx)=2x+1si x<1
1) Montrer que f est continue en 1.
2) Montrer que f est continue sur R.
Exercice 2
x+sinx .
Soit f la fonction définie par : {f(x) ==, six<0
fx)=x+2 six=>0
1) Montrer que f est continue en 0.
2) Montrer que f est continue sur R.
Exercice 3
fxX)=x+1—-Vx?*+1 six>0
Soit f la fonction définie par :

_sin(x?)
f(x) = S0

si x<0

1) Montrer que f est continue en 0.

2) Deéterminer lilp f(x).
X—>+00
3) a) Montrer que Yx <0ona: i < flx) < —i et en déduire lim f(x).
xX——00

b) Interpréter le résultat graphiquement.
Exercice 4
Donner la réponse exacte
Soit f une fonction continue surR dont la courbe est ci-contre

1) Déterminer graphiquement

a) limf(x) i e
X——0
b) lim f(x) et lim = | Xk A ERRER ERRE IR bRt

2) Rependre par vraiou faux

a) }_i)q;f(Vl —x) = 4o -

0) i xf (P = — :

x—1
x242

) =400 e)limxf (xZT_l) = —o0

X—>—00

Olimf (57) =0 o timxf (
Exercice 5

Soit/la fonction f : x » 3x + 2 sinx.

1) a).Montrer que pour tout réel xona:3x —2 < f(x) <3x + 2.

b) En déduire lim f(x) et liIP f(x)
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six+0

2) Soit la fonction g définie sur R par : g(x) = 1“")
= six=0
a) Montrer que g est continue en 0.
b) Montrer que pour tout x € ] +oo[ ona:_—-=< gx) < 2
c) En déduire lim g(x). Interpréter le résultat graphlquement.
X——0
Exercice 6
— 22 _ (1 _ :
Soit f la fonction définie par : f0 —xZ _1 xZ St X <1
f(x) = x* + sin(mx*) si x»>1

1) Montrer que f est continue sur R.

2) a)MontrerquevVx >1ona:x*-1<f(x) <x*+1

b) En déduire lil_;!l f(x).
X—+00
3) Déterminer lim f(x).
X——00

Exercice 7

I) On a représenté ci-contre la courbe Cy
d’une fonction f définie sur R. La droite A d’équation

est une asymptote a Cy au voisinage de +o

Utiliser le graphique pour répondre aux questions suivantes 4

1) Déterminer la nature de chacune
des branches infinies de Cy

2) Deéterminer les limites suivantes

xl_i)l}‘l fx) ; 11m f (x) 11m 1 f(x) ; llm 1 f (x)

lim & : lim f(;) : lilP (f(x) — 2x)

Xm0 X Prawery
3) Préciser la continuité de f a droite et a gauche en 0
4) Déterminer les images par f des intervalles
]—o0,—1] et ]0,2]

5) Discuter suivant-les valeurs du réel m le nombre
de solution del’équation f(x) = m

I1) Soit g la-function définie sur R\{1} et

dont le‘tableau de variation est le suivant

Fog)®

1) Calculer 11m (fog)(x) et lm} =)

y=2x—3

/
-2 Y11 K8 TR 3
/
/
-1 7
/
/
2{—#
/
/
/
xl—oo 1 +o0
2 1
— D — o0

2):'Soit h une fonction définie sur R\{1} telle que vx € R\{1} ona: xZ__xl <h(x) < gk

Déterminer lim h(x) et li1111h(x)
X—

X——00

3) Lafonction g o f est-elle continue en 1 ? Justifier.
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Exercice 8

x—sinx
1+x2

Soit la fonction f définie par f(x) =
1) Déterminer le domaine de définition de f

=f)=

xz —

x—1

2) @) Montrer que vx € Rona: — s

1+x2

b) En déduire xl_i)l}}ﬁf(x) et xl_i)lllwf(x).

c) Interpréter les résultats graphiquement
3) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [—m , 7]
Exercice 9

- . (f) =2 +x six<0

On considére la fonction f définie comme suit: £(x) = xsin G) +2x% six >0
1) a) Montrer que pour x >0 ona: 2x*—x<f(x)<2x?+x

b) Déduire gmf(x)
2) a) Etudier la continuité de f en 0.

d) Etudier la continuité de f sur chacun des intervalles |—oo,0[ et |0, +oo[, en déduire le domaine de
continuité de f.
3) Déterminer xllmo f(x) et xl_‘:l'}o fx)
4) Montrer que I'équation : f(x) = -7 admet une unique solution a sur |—-2,—1[
Exercice 10
On donne ci-dessous le tableau de variation d’une fonction f et soit C sa représentation graphique

X | — -1 2 +oo

1

o]

1) Déterminer le domaine de définition de f

2) Préciser les asymptotes a Cy

3) Déterminer avec justifications les limites suivantes limf (1) et limf (—2x2+1)
x-0+" \x x—+00 x2-1

Exercice 11

{f(x) = x? sini six>0

six<O0

Soit f la fonction définie par : J _ Vx2+1-1
| Fo) ==

L f(0)=0

" x x pour x>0 déterminer lim f(x)

X—+00

1) a) En écrivant f(x) =

X

b) déterminer lim f(x)
X—>—00
2) Etudier la continuité de f en 0
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Exercice 12

Sy six<0
Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = { 2 x?

2x+Vx2+1 six>0

On désigne par Cf sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,1,j )..
1) Montrer que f est continue en 0

a) Montrer que pour toutx < 0 % <f(x) < §+ X% .
b) Déduire lim f(x) . Interpréter graphiquement le résultat.
X——00

3) a) Calculer lil_;_n f(x).
X—>+00
b) Montrer que Cf admet une asymptote oblique au voisinage de (+c0) dont on précisera une
équation.
Exercice 13

On considere deux fonctions f et g définies par leurs courbes C; et C, ci- dessous représentees.

o
3/ EREE 1 2 3 3 5 s 3 — " S
\r\\u\jl 3 4
)
a
2
/ *

La droite d’équation y = 0 est une-asymptote a la courbe C

Déterminer graphiquement f([-1,1]) (fo g)(J—,1]) xl_i)@oo(g o f)(x) }i‘l‘w(f 0g)(x)

Exercice 14

f4x2—3x—5 six <0
1-vV1+x
X

I
Soit la fonction f définiesur IR par: f(x) = 4 six €]0,1]
I
kx+——cos(\/—) six >1

1) a) Calculer !imof(x)
b) Montrer que pour tout x € ]1,+oo[ : f(x) = x —% et en déduire xli'mof(x)
2) Etudier la continuité de fen 0
2

3) Montrer que I’équation f (x) = 0 admet une unique solution a € ]—1 ,— 1[.

Exercice'l5

fx)=vx?2—-3x si x<0
Soit f la fonction définie par : 3 5 . 9 . et soit Cy sa courbe représentative
f(x)=Ex +sinx® si x>0

1) Etudier la continuité de f en 0.
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2) Montrer que f est continue sur ]—co, 0[
3) Onpose Vx >0 u(x) = x? et v(x) = sin(x?).
a) Ecrire v sous la forme d’une fonction composée.

b) En déduire que f est continue sur ]0, +oo

4) Calculer lim f(x) lim £ et lim f(x) + x
X——00 X——00 X——0
3
5) a) Montrer que Vx >0 ona: f(x) = Exz -1

b) En déduire liT f(x) et lim % puis interpréter le résultat graphiquement
X—+00 X—>—00

Exercice 16
Iff(x) = x21+1 cosx si x<0
. . Lo - x%—5x+4 .
Soit f la fonction définie par : 4f(x) =7 era St 0<x<1
|
| f =222 six=>1

1) Etudier la continuité de f sur R.

2) Aaide d’un encadrement convenable, trouver lim f(x)
X——00

3) Calculer lim f(x) , lim [®) et interpréter le résultat graphiquement
X—+00 X—>+0wo X

4) Calculer lim fof(x)
X——00
Exercice 17

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = x (1 + cos (g))

1) a) Montrer que fest continue sur ]0; +oo[
b) La fonction f est elle prolongeable par continuité a droite en 0 ?
2) a) Déterminer liinf(x)
X—+00
b) Déterminer liIP (f(x) — 2x) etinterpréter graphiquement ce résultat
X—+0o0

3) a) Montrer que f est.strictement croissante sur [1; +oo[
b) Montrer que P’équation f(x) = 1 admet une unique solution o dans [1; +oo[

et Vérifier que e € ]1; 2]

c) Montrer que sin (g) = ‘22_1.
Exercice 18
(

f(x) = x? sini six>0

Soit flafonction définie par : !f(x) _ Vx2+1-1
I x

L f(0)=0

six<O0

" x x pourx >0 déterminer lim f(x)

X—+00

1). a) En écrivant f(x) =

X
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b) déterminer lim f(x)

2) Etudier la continuité de f en 0

Exercice 19

1 1- cosx

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = { 2 X2 six<0

2x+VxZ2+1 six>0

On désigne par Cf sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, 1,7 )..

1) Montrer que f est continueen 0
a) Montrer que pour toutx < 0 % <f(x) < §+ X% :
b) Déduire lim f(x) . Interpréter graphiquement le résultat.
X——00

3) a) Calculer lil_;_n f(x).
X—>+00
b) Montrer que Cf admet une asymptote oblique au voisinage de (+c0) dont on précisera une
équation.
Exercice 20

On considere deux fonctions f et g définies par leurs courbes C; et C, ci- dessous représentees.

Q
3 /2 3 T Jr s 1 s s o — "
,
;
.
/ =

La droite d’équation y = 0 _est une asymptote a la courbe C,

Déterminer graphiquement f([-1,1]) (fo g)(J—,1]) xl_i)@oo(g o f)(x) }i‘l‘w(f 0g)(x)

Exercice 21

f4x2—3x—% six <0

I
Soit la fonction f définie sur IR par: f(x) = 41—\/@

o six €]0,1]
kx+%— cos(vVx) six >1
1) a) Calculer }itr:of(x)

b) Montrer que pour tout x € ]1,+oo[ : f(x) = x —% et en déduire xli'mof(x)
2) Etudier la continuité de fen 0
3) Montrer que I’équation f (x) = 0 admet une unique solution a € ]—1 ,— %[
Exercice 22

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = x (1 + cos (g))
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1) a) Montrer que fest continue sur ]0; +oo[
b) La fonction f est elle prolongeable par continuité a droite en 0 ?

2) a) Déterminer li1+nf(x)
X—>+00
b) Déterminer liT (f(x) — 2x) etinterpréter graphiquement ce résultat
X—+00

3) a) Montrer que f est strictement croissante sur [1; +oo[

b) Montrer que I’équation f(x) = 1 admet une unique solution o dans [1; +oo[
et Vérifier que a € ]1;2]
V2a-1

o

. (| _

c) Montrer que sin (&) =
Exercice 23

fx)=vx2—-3x si x<0

Soit f la fonction définie par : 3 . )
f(x) = Exz +sinx? si x>0

et soit Cy sa courbe représentative

1) Etudier la continuité de f en 0.

2) Montrer que f est continue sur |—co, 0[

3) Onpose Vx > 0 u(x) = x? et v(x) = sin(x?).
a) Ecrire v sous la forme d’une fonction composée.

b) En déduire que f est continue sur 0, +oo[

4) Calculer lim f(x) lim © et lim f(x) + x
3
5) a) Montrer que Vx >0 ona: f(x) = Exz -1

b) En déduire liT f(x) et lim % puis interpreéter le résultat graphiquement
X—+0o0 X—>—00

Exercice 24
1 .
Iff(x) = cosx si x<0
. . e M . x2-5x+4 .
Soit f la fonction définie par : < f(x) = 77 exra St 0<x<1

| —
kf(x):zl%+5 si x>1

1) Etudier la continuité de f sur R.

2) Alaide d’un encadrement convenable, trouver lim f(x)
X——00

3) Calculer lim f(x) , lim f®) et interpréter le résultat graphiquement
X=+0 x>+ X

4) Caleuler lim fof(x)
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