Continuité et limites ~ 4°™ Mathématiques

Dans tous les exercices le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,7,j).

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 3x + 2 sinx
1) a) Montrer que pour tout réel x : 3x — 2 < f(x) < 3x+ 2
b) En déduire les limites suivantes : lim f(x) et lirP f(x)
X——0 X—+00
% si x#0
2) Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = 1
P si x=0

a) Montrer que g est continue en 0

—< <
b) Montrer que pourtouth] +oo[ona 3xt2 g(x) 3x—2

c) En déduire liT g(x) etinterpreter graphiquement le résultat obtenue.
X—+00

Exercice 2

fX)=x+1—-vVx2+1 six=>0
Soit f la fonction définie par : sin %2

x) =

1) Montrer que f est continue en 0.

si x<0

X

2) Deéterminer liIP f(x) et interpréter graphiquement le résultat obtenue
X—+00

1 1. : , .
3) MontrerquevVx <0ona: o < flx) < — buis calculer lim f(x) et interpréter graphiquement le
X——00

résultat obtenue
Exercice 3

Soit f la fonction définie par : {;((;)):;Ziﬂz) Ssii 2;11
1) Montrer que f est continue sur R.
2) ayMontrerqueVx >1ona:x>—1< f(x) <x?>+1

b) En déduire lim f(x).

c) Calculer lim &

X—->+0 X

et interpréter graphiguement le résultat obtenue

3) a) Déterminer 11131 f(x).

b) Calculer lim == 1)

xX—>—n X

et interpréter graphiguement le résultat obtenue.
Exercice 4

Soitf la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = x (1 + cos (g))

1) a) Montrer que f est continue sur ]0; +oo[
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b) La fonction f est elle prolongeable par continuité a droite en 0 ?

2) a) Déterminer lir+n f(x)
X—+ 00
b) Déterminer lir+n (f(x) — 2x) etinterpréter graphiquement ce résultat
X—+ 00

3) a) Montrer que f est strictement croissante sur [1; +oo[
b) Montrer que I’équation f(x) = 1 admet une unique solution o dans [1; +oo[ et vérifier que :
€ ]1;2]

V2a-1

o

c) Montrer que sin (g) =
Exercice 5
On a representé ci-contre la courbe C¢ d’une fonction f.
Les droites d’équations y =x , y=—x+2 et x=3
sont des asymptotes a C¢

1) a) Déterminer les limites suivantes :

, 2 (
xl_l)mof(x) x“ llm et llmf(x)sm(f( ))

b) Montrer que lim (f"—f)(x) =-1

X—>—00

c) Montrer alors que la représentation graphiquede fo f — = = = ¢ =& : = = 5 & 7 ¢
admet une asymptote oblique au voisinage.de —oo que I’on déterminera

2) Montrer que la fonction f o f est strictement croissante sur [1, 3]

Exercice 6
—1+\chosx six=>0

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = 2 et soit Cr sa courbe représentative
— Ssix<0
2(\/x2+1—1)

1) 1+\/—

b) En déduire xlil}lwf(x) et interpréter graphiquement le résultat obtenue
2) Calculer 11m f(x) w@ et xllr_xgo (f(x) + %x) et interpréter graphiquement le résultat obtenue
3) Montrer que f est continue sur R
4) Déterminer J}Lrglj (%) et xllr_r}nf o f(x)
5) a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans P’intervalle ]g ,n[

b) Montrer que tana = —vVa — 1

6) Soit g la fonction définie sur [0 Z] par g(x) = _
si x =

NId Ny

Montrer que g est continue sur [0 Z]
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Exercice 7
La courbe ci-contre est celle d’une fonction f definie et continue sur R*. Les droites d’équations :
y=1,x=0ety=x— 2sontdes asymptotes a Cy.
1) Par une lecture graphique déterminer

. -1
lim

. 1 .
x_)+°°m ’ xlllpoom et :}}»Toof(x_f(x))

2) a) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f o f.

Bttt L

b) Résoudre graphiquement I’inéquation : (fo f)(x) < —1
_ _ o f(si_:x) si x €0, m[
3) Soit la fonction g définiepar: g(x) =4 17 & x=o0

1 si x=m

a) Montrer que g est continue sur [0, t].

b) Montrer que I’équation g(x) = x — 2 admet dans ]0, 7z[ au moins une solution.

Exercice 8
On considere la fonction f définie, continue sur R dont le tableau x |0 1 +00
de variation est donné ci-contre sur [0, +oo[ f(x) %

et soit C sa courbe représentative.

- |

* la fonction f est impaire 0

* Pour tout réel x > 0ona: f(x)+f(§) =§ (1)

3
* Pour tout réel x > 0 ona: x—%sf(x) <x (2)
1) a) Montrer que la courbe €, admet deux asymptotes dont on précisera les équations.

b) Montrer que I’équation f(x) = ﬁ admet une unique solution a dans Pintervalle |0, 1]

1

— 22 1\ _1) .
2) On considere la fonction g définie sur R par : {gEx; X (f (x) x) st x#0
g0)=0

Montrer que la fonction g est impaire.

3) a) On utilisantla propriété (2) , montrer que pour tout réel x > 0ona: —% <gx)<o0
b) Calculer alors }imog(x) et déduire !ig}og(x)
c) Interpréter les résultats graphiquement

4) a) Montrer que pour tout réel x > 0ona: g(x) = x? (g - i - f(x))

b).En.déduire que g est continue en 0.
Exercice 9

x+cos(mx)
Soit f la fonction définie sur R par x-1
X2+x+2—-x six>1

six<1
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1) a) Montrer que li1+n f(x) =% et interpréter le résultat graphiquement
X—+ 00

b) Montrer que pour tout x < 1ona: g <f(x)<1
c) En déduire lim f(x)
X——00

1+cos(nx) _ 1-cos(m(x—1))
x—1 - x—1

b) En déduire lirlrgf(x) (On pourraposer U(x) =m(x — 1) )

2) a) Montrer que pourtoutx < 1ona:

c) Montrer que f est continue en 1
3) a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans ]—% ,0[
b) Montrer que sin(ra) = —V1 — a?
4) On donne ci-dessous la courbe C, représentation graphique d’une fonction g continue sur |—oo, 2|
Les droites d’équation x = 2 et y = 1 sont les asymptotes a C,
a) Déterminer les limites suivantes :
lim (gof)(x) et lim(fog)(x)

(fog)x) si x<2

b) Soit la fonction h définie sur |—co, 2] par =h(x) = {h(Z) =1
T2

Montrer que h est continue sur |—co , 2]

Exercice 10

Soit f la fonction définie sur R\{1} dont la courbe
représentative (€).est donnée ci-contre

La droite d’équation y = x — 1 est asymptote a (C)

au voisinage de' —oo et au voisinage de +o

La droite d’équation x = 1 est asymptote a (C)

1) Parwune lecture graphique déterminer
limf(x), limf(x) et lim f(x)

X——00 x—-1 X—+00

2) a).Déterminer les limites suivantes

et Lim (f(x) — x%)

 lim = ,
x—>—o0 f(x) x—+00 Xx—f(x)—1
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. cos(f(x)-2 . 2 1) _ 1
b) Montrer que lim ==/ ="—=0 et que }irzgo(f(x)) (cos (f(x)) 1) =—

3) Soit la fonction g définie par g(x) = (f o f)(x) on note C, sa courbe représentative

a) Déterminer le domaine de définition de g

b) Montrer que lim 909 — ¢

x>+ X

¢) En déduire que C, admet une asymptote oblique au voisinage de_+co que I’on déterminera
b) Montrer que la fonction g est strictement décroissante sur.]—1.,0]
4) Soit n un entier naturel non nul
Justifier que I’équation f(x) = i admet dans [—1, 1] exactement deux solutions a,, et B,, tels que
a, €]-1,0] et B, €]0,1[
Exercice 11
On considére deux fonctions f et g définies par o
leurs courbes C; et C, ci- dessous représentees. ' A S A
La fonction f est définie sur |—oco, —1] U

et la fonction g est définie sur 12, 4]. SR B

La droite d’équation y = 2 est une asymptote © €z -

a Cy au voisinage de —o et la droite

d’équation x = 2 est une asymptote a €, ] N

Lo

1) Donner graphiquement : f(—1) f(=2)

g9@3) g(4) lim f(x) lim g(x)

2) Déterminer (g o f)([=2,—1D-lim (g o f)(x) .
3) a) Montrer que pour tout réelsaetbtelquea< b <—-1 ona:(go f)(a) > (go f)(b)

b) En déduire le sens de variation de g o f sur |—co , —1].
1 . :
4) Montrer que I’équation (g o f)(x) = 5 admet une solution unique a dans 1-2,-1]

Exercice 12

Pour tout entier > 2., on définit la fonction f,, définie sur R par :

fn(x)=2+(x—2)sin( ) six>2

x—2
1
fn(x):Z(x3+nx—2n) six<2

On désigne par C,, la représentation graphique de f,, dans un repére orthonormé (0,7,j)

1) .a).Calculer lim f,(x) et lim f"T(x) . Interpréter graphiquement le résultat.
X——0 X—>—0

b) Montrer que lir+nfn(x) = 3. Interpréter graphiquement le résultat graphiquement
X—+00

2) a) Montrer que pourtoutx >2;ona: 4—-x<f,(x) <x
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b) Etudier la continuité de f, en 2
3) a) Montrer que, pour tout entier > 2, I’equation f,(x) = 0 admet dans |1, 2[-une unique

solution U,,.
b) Vérifier que f,(Un41) = 3 (Uy — 2)

c) Montrer que la suite (U,,) est croissante puis qu’elle est convergente.

2n

4) a) Montrer que, pour toutentiern>2;ona: U, = s
n

b) En déduire que limU,, = 2

n—>+0o0

5) Lacourbe C, ci-dessous est la représentation graphique d’une fonction g définie sur ” R\ {2}.
*A: y = x — 1 estune asymptote a Cg au voisinage de +oo.
*A": y = —1 est une asymptote a Cg au voisinage de —co.
*D: x = 2 estuneasymptote verticale a C,
a) Par lecture graphique, déterminer :

limg(x) ; limg(x); lim @; lim(g(x) —x) et limg(x)
X——00 X—+00 x>+ X X—+00 x—2

b) Déterminer les limites suivantes;

limgofy(0 ; lim [g(—fu@)+ ful0)] i lim T et i g(u)

--\
=
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