Arithmétigue 3éme Mathématigues

Exercice 1
Montrer par récurrence les propositions suivantes
1) 23" — 1 estdivisible par 7 vn € IN

2) 34n+Z 4 52n+1 gt divisible par 7 vn € IN

3) 32n+1 4 2742 et divisible pa IN et, 37" + 275 estdiVisile par 11. vn € N*
4) 3m*6 — 3" est divisiblejpa 7Vn'€llIN ‘.l ...l l b f } "]r
Exercice 2 ~ i _|II .I'II

h Ld s
1) a) Montrergpar récw;fhce que Vn € INona 2 x 35"t 4+ 3 est divi ibl'tlaﬁ?r 11

b) En d uirele—rggfé'deladivisione i 1647 X"32082 1 13 par 11 f.-"'

2) ay M t;g_r.f:{,rzcurrence quen € IN on a_4™ — L{st divisible par 3

b)JEn déduire le reste de d|V|s_59{1 el{atd‘ehrllfr_de'lg_’.‘_-— ﬁf + 29, par 3 4
. P, .’..-"' F
Exercice 3 L -
i =5
1)) M_gp,tior par récukrence e_aé’n € IN on a3?" — 1 est divisible®par 8 i
a u

) En déduire que 3#"*1 — 3 est divisible par 8

ey o
e v I
Exercice 4 Irlr._.'l' - i
™ - g - [
1) Sait p urhombre premie upé{iej:l:le1 ou égal a 5. Montrer pr_‘l est diyiSible par 8 ==
1 T" 1
2) a) Ji ifié'rr";l;e 011 est un némbre premier™ : 1: e ",

b) Détern ine'l"lle reste de la division etieligli

Exercice 5 I:-J E::I
.

by
1) Calculer les restesgde Ia.dlivisi?u euclidiennede 1, 4, 4% et 43 par 3"/
2) Formuler pour tout n €l une H§pot||l|és n) jconcernant lf\E_'rest'é de Ision euclidienne de 4™
re e popeo
par 3 et montrer que P(n) est verifie Ut 71 A
3) Pour toutn € IN le nombre 16™ + 4™ 4 3 est-il divisible par 3.
Exercice 6

Soit le polynéme p(x) = 6x3 — 5x* — 12x — 4
1) Montrer que si n est un entier naturel tel que p(n) = 0 alors n divise 4.
2) Résoudre alors dans IR I’équation p(x) = 0
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Exercice 7

Soient a et b deux entiers naturels, déterminer dans chacun des cas suivant les couples (a, b)
a’-b*=5 a’—-b*=9 a’?—b*=15 a*-b*=13 a’*-b*=21
Exercice 8

1) Soit n un entier naturel, vérifierquen® —5n=m+3)(n* - 3n+4) —

3_ . .
2) SoitA = % déterminer le euTs de n pour que A soit UN'e aturel.
Exercice 9 g

1) Soit a et B de tiers na{:'relb-non nuls tels que ¢ = 21n [Jetf ? 14n + 9. On,note d = (an B)
a) Etablir relatloq:'fure a et B indépendante de n. H..

b) Montre que{ ise 21.
2) Endéduire Iesvaleursded

Exercice 10""-.,L
| erle@u‘?ga E;I"'Uﬁ co derﬂll';s hres

Pour tout en_:[lgr naturel n s
2 -"--'12n et b =

Exercice 11 _,.-"

Soit la fonc f dﬁﬁ}ie sur IR par f(x) = 1 est un entier naturel suﬁure ouegal a 3

1) Expliciter d’uhe aute€ pranicre f(x) |:|
& \L.

2) Calculer de deux maniéres if“{x) |'_F . 5

3) Endéduire S, = C} + n 'll I.r_-l? I_.I E

Exercice 12

1) Soitn € IN, pour : 1 < n < 6 calculer les restes de la division euclidienne de 5™ par 13

2) a) Montrer par récurrence sur n que 54" — 1 est divisible par 13

b) En déduire que les entiers naturels 541 — 5 | 54n+2 _ 12 et 547+3 _ 8 sont divisible par 13

c) Déterminer alors le reste de la division euclidienne de 52°1° par 13
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3) Soit p un entier naturel, on considére entier naturel A, = 5?7 4 5%
a) Déterminer le reste de la division euclidienne de 4, par 13 dans le cas ol p = 2n
b) Montrer que 4, est divisible par 13 danslecasoup = 2n +1

4) Soit la suite (U,,) définie sur IN*\{1}parU, =1+ 5+ 5% + --- + 5771

a) Montrer que U,, = 5n4_1

b) Montrer que si U, est divisible pa S 5 givisible par 13

c) Réciproquement montrgmigte si 5™ —gd est divisible par 13 alors'Oygest divisible par 13
ation 13U, — Bi (jlln)f_= "(1,1") |

d) En déduire lés'valeurs qf"nplbur gue U, soit divisible par 13JII I,n" _,|'I
Exercice 13 y .|"I :
O /!
1) Montreifque pour, tous entiers naturels a)Ab=anb IIII'..ll""
2) Soitgun entigr Maturel non n j

a) rifit;.r..d'bQVnelNo 2 5n3 —7+ 38 =( ":'2"-)(5 2_10n +
o) En déduire que (5n3 n)/\@&{)l_:_.-n 2) A 38 H_J-
rs gossiblés=(5n3 —n) A (n + 2) ‘%7

sde n ofa 5n® — n est divisible par n + 2

Vé%r que a =

) Mon{i&ﬁ que Vn €
2) a) ontr(i:‘Que vneING

] (2__1:;,-1) + (4n+ 3)
on,.-a"'-o'x et B sont premiers entre eux o
- s

(gnl:lt.q? A (6n_+ 21) = (_'Zn -'P-.l')./\ 18

b) Quelles valedrs peut prendredy= (2n + 13"/\ ;6 +I'2'1) C
c) Détert e;li:lt-ls mble des entiers na n + 1) divise (6n + 2
3) En déduire dés questi ;llprécédentes, I’ensemble des entiers naturels n tel:q._'!]e
2n+1)(n+ 1) di 6n+@:§3(4l?_2+,6n+3) l"'-r.-..
Exercice 15 lII Ilr_-]' I__I E 5 )
1) a) Montrer que, pour tout entier naturefn I + 48 est divisible par n + 3.

b) Montrer que, pour tout entier naturel n, 3n> — 9n + 16 est un entier naturel non nul.
2) Montrer que, pour tous les entiers naturels non nuls a, betc, (anb) = (bc — an b)
3) Montrer que, pour tout entier naturel n > 2,0na: (3n® — 11n)A(n + 3) = (48 An + 3)

4) a) Déterminer I’ensemble des diviseurs entiers naturels de 48.
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11 . .
™ soit un entier naturel.

b) En déduire ’ensemble des entiers naturels n tels que 3n

Exercice 16
1) Soit dans IN? I’équation (E;) :2x—3y =1
a) Vérifier que (2, 1) est une solution de (E;)
b) Résoudre alors dans IN? I’équation
2) Soit dans IN? I’équation _(E$)" 4x — 5 4..
a) Vérifier que (3,2) est une so{t}hen dy‘z; !. f J']r_lll
b) Résoudre alors dans-.QV"-.l équation (E,) ¥

3) Soit dangIN? l’eql'lh-.;_':(')'n (E3) : 5x — 3y = ""r
Ty /
a) trer que Si- (x,y) est uneiolution de (E3) Si et seulement'si.2 est le reste Je la divisio

euclidi ne'Uo{Par 3

L .~
H) Résoudré alors dans #N2 l’é@y{)n 11 JIF ‘1"' -
" _— F
Exercice 17 il
-.-.'-
Solent x'@f-;deux enti¢ 7y? =4.=0

1)>Montrer que si(x, ¥ est solution de I’équation (E) alors 2 est le reste de la division euclidienne de
par 3

2) @) M@er que Va € IN, a2 est divisible par 3 ou que le reste de la division e

est — [
N
Rr

Exercice 18 I_,.H'

RésoudredansINZ, les systemes suivan

s,: (@%b s I:_S.-'/{_axb—294 Ssz{aAbi6 54:{a2—b_2=72 ".,‘__'}Ss:“aAb:

avh= Ab=7

|
37« al}'ahbzz '
2 _p2
sofet =30 e Fola i e | agd
- avib.— 42 F t_ vb =36

Exercice 19

24 p2 =
On se propose de résoudre le systeme S : {a + b =765
avb=126

1) Déterminer les diviseurs de 765 etde 126

2) a)Soitd =aab.Montrerqued =1 ou d =3 b) Résoudre alors dans IN? le systéme S.
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