Arithmétigue 3éme Mathématiques

Exercice 1

Montrer par récurrence les propositions suivantes
1) 23" — 1 estdivisible par 7 vn € IN

2) 34n+2 4 52n+1 eqt divisible par 7 vn € IN

3) 32nt1 4 2n+2 st divisible par 7 Vn € IN et 32" + 2675 est divisible par 11. vn € N*
4) 3m*6 — 3" est divisible par 7 vn € IN

Exercice 2
1) a) Montrer par récurrence que Vn € IN on a 2 x 337+ 3 est divisible par 11
b) En déduire le reste de la division euclidienne de 4 x/32019 + 13 par 11
2) a) Montrer par récurrence que Vn € IN ona 4™ — 1 est divisible par 3
b) En déduire le reste de la division euclidienne,de 8™ — 2™ + 29 par 3
Exercice 3
1) a) Montrer par récurrence que Vn € IN on a 32" — 1 est divisible par 8
b) En déduire que 32™*1 — 3 est divisible par 8
2) a) Déterminer les restes de la division euclidienne par 8 des nombres 3%" et 32n+1
b) Déterminer les restes de lardivision euclidienne par 8 des nombres 32019 et 5 x 32020 4 2
Exercice 4
1) Soit p un nombre premiersupérieure ou égal & 5. Montrer p? — 1 est divisible par 8
2) a) Justifier que 2011-est un nombre premier
b) Déterminer le(reste de la division euclidienne de 20112 par 8
Exercice 5
1) Calculer les restes de la division euclidienne de , 4 , 42 et 43 par 3
2) Formuler pour tout n € IN, une hypothese P(n) concernant le reste de la division euclidienne de 4™
par 3 et montrer que P(n) est vérifiée pour tout n € IN
3) Paurtout n € IN le nombre 16™ + 4™ + 3 est-il divisible par 3.
Exereice 6

Soit le polynéme p(x) = 6x3 — 5x* —12x — 4
1) Montrer que si n est un entier naturel tel que p(n) = 0 alors n divise 4.

2) Résoudre alors dans IR I’équation p(x) = 0
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Exercice 7

Soient a et b deux entiers naturels, déterminer dans chacun des cas suivant les couples (a, b)
a’?—b*=5 a’?-b2=9 a?—-b> =15 a®?-b*=13 a*—b>=21
Exercice 8

1) Soit n un entier naturel, vérifier quen3 —5n=(n+3)(n? —3n +4) — 12

n3-5n

2) SoitA = —

déterminer les valeurs de n pour que A soit un entier naturel.
Exercice 9

1) Soit a et B deux entiers naturels non nuls telsque @ = 21n+ 3 et B = 14n+ 9. On note d = (an B)
a) Etablir une relation entre a et B indépendante de n:
b) Montrer que d divise 21.

2) En déduire les valeurs de d.

Exercice 10

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a.5; on considére les nombres:
a=n3—-n?>- 12n et b =2n* - 7n — 4.

1) Montrer, apres factorisation, que a et4 sont des entiers naturels divisibles par n - 4.
2) Onposea=2n+1etf =n+3.Onnoted = (a A B)

a) Etablir une relation entre a et B indépendante de n.

b) Démontrer que d est un diviseur de 5.

c) Démontrer que les nombres‘aet B sont multiples de 5 si et seulement sin — 2 est multiple de 5.
3) Montrer que 2n + 1letn sonf premiers entre eux.
4) a) Déterminer, suivant les valeurs de n et en fonction de n, le PGCD de a et b.

b) Vérifier les résultats.obtenus dans les cas particuliersou n = 11etn = 12.

Exercice 11
Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = (1 + x)™ ou n est un entier naturel supérieure ou égal a 3
1) Expliciter d’une-autre maniere f(x)
2) Calculer desdeux manieres f'(x)
3) Endéduire” S, = CL +2C% + 3¢C™
Exercicenl 2
1) Seitn € IN, pour : 1 < n < 6 calculer les restes de la division euclidienne de 5™ par 13
2) a)Montrer par récurrence sur n que 5*" — 1 est divisible par 13
b) En déduire que les entiers naturels 54**1 — 5 | 542 _ 12 et 547+3 _ 8 sont divisible par 13

c) Déterminer alors le reste de la division euclidienne de 52°1% par 13
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3) Soit p un entier naturel, on considére ’entier naturel A, = 57 4 5%
a) Déterminer le reste de la division euclidienne de A, par 13 dans le cas ol p = 2n
b) Montrer que A4, est divisible par 13 dans le casoup = 2n + 1

4) Soit la suite (U,,) définie sur IN"\{1} par U, =1+ 5 + 5% + --- + 5%

a) Montrer que U,, = > 4_1

b) Montrer que si U, est divisible par 13 alors 5™ — 1 est divisible par 13

c) Réciproquement montrer que si 5™ — 1 est divisible par43-alors U, est divisible par 13
(indication 13U,, —3 x (4U,) = U,)

d) En déduire les valeurs de npour que U, soit divisible par 13

Exercice 13

1) Montrer que pour tous entiers naturels , b et c ona:(bc—a)ab=anb
2) Soit n un entier naturel non nul

a) Vérifierquevn e INona: 5n® —n+38= (n+2)(5n% — 10n + 19)

b) En déduire que (5n3 — ) A (n + 2) = (42) A 38

3) a) Quelles sont les valeurs possibles (512 —n) A (n + 2)
b) Pour quelles valeurs de n on a 5n3 —n est divisible par n + 2
Exercice 14

a’ + b% =765

On se propose de résoudre le systeme S : {
prop y avb=126

1) Déterminer les diviseurs de 765 et de 126
2) a)Soitd = anb. Montrerqued =1 ou d =3
b) Résoudre alors dans\LN? le systéme S.
Exercice 15
1) Soit n un entier'naturel et on considére les entiers naturels « = 4n®> + 6n+3etf=2n+1
a) Vérifierquera = 2n(2n+ 1) + (4n + 3)
b) Montrérque vn € IN on a a et 8 sont premiers entre eux
2) a) MontrerquevneINona 2n+1)A(6n+21)=2n+1) 18
b) Quelles valeurs peut prendred = 2n+ 1) A (6n + 21)
¢) Déterminer I’ensemble des entiers naturels n tel que (2n + 1) divise (6n + 21)
3)“En déduire des questions précédentes, I’ensemble des entiers naturels n tel que
(2n + 1)(n+ 1) divise (6n +21)(4n%> +6n+3)

Exercice 16
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1) a) Montrer que, pour tout entier naturel n, 3n®> — 11n + 48 est divisible parn + 3.

b) Montrer que, pour tout entier naturel n, 3n> — 9n + 16 est un entier naturel non nul.
2) Montrer que, pour tous les entiers naturels non nuls a, b et ¢, (a A b).= (bc — a A b)
3) Montrer que, pour tout entier natureln >2,0na: (3n® — 11n) A(n + 3) = (48 An + 3)

4) a) Déterminer I’ensemble des diviseurs entiers naturels de 48.

3n3- 11 . .
- 7 soit un entier naturel.

b) En déduire ’ensemble des entiers naturels n tels que -

Exercice 17

1) Soit dans IN? I’équation (E;{):2x—3y =1
a) Vérifier que (2,1) est une solution de (E;)
b) Résoudre alors dans IN? I’équation (E)

2) Soit dans IN? ’équation (E,) : 4x — 5y = 2
a) Vérifier que (3,2) est une solution de (E%)
b) Résoudre alors dans IN? I’équation (E3)

3) Soit dans IN? I’équation (E3) : 5x~3y =7

a) Montrer que si (x,y) est une'solution de (E3) si et seulement si 2 est le reste de la division
euclidienne de x par 3

b) Résoudre alors dans IN2équation (E)
Exercice 18
1) a) Soit x un entier naturel; Déterminer les restes de la division euclidienne de x par 29 tel que
29 divise x2 — 7

b) Etablire I’équivalence [x? — 19x — 1 est divisible par 29] © [(x + 5)% — 7 est divisible par 29]

¢) En déduirelesentiers naturels x tel que 29x? — 19x — 11
2) Montrer gue-pour tout entier naturel n ; 15™ — 8" est divisible par 7.
3) Pour tout entier naturel n ; on considere le nombre U,, = 7" + 3"
a) Vérifier que 10 divise 7* — 1 et 10 divise 3* — 1
¢) En'deduire suivant les valeurs de n, les restes de la division euclidienne de U,, par 10.
ExerCice 19
1) a) Montrer que pour toutn € N on a : 321 + 2 x 437+1 est divisible par 11.

b) Déterminer le reste de la division euclidienne de N =1 + 23 + 321 par 11.
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2) Soient , b et n des entiers naturelstelsquea =7n+2et b=3n—-1.

Montrer que si a et b ne sont pas premiers entre eux alorsa A b = 13.

anb=9
3) Déterminer tous les couples (a,b) de N? vérifiant : {a + b = 117
a<b

4) Soit dans N2 ’équation (E): 2x — 3y 1
a) Vérifier que I’équation (E) est équivalente a I’équation (E'): 2(x — 5) = 3(y — 3)
b) Résoudre dans N? I’équation (E).
Exercice 20
Soient x et y deux entiers naturel, on se propose de résoudre I’équation (E) : 3x*> —7y? —4 =10

1) Montrer que si(x,y) est solution de ’équation (E) alors 2 est le reste de la division euclidienne de y?
par 3

2) a) Montrer que Va € IN, a? est divisible par-3. ou que le reste de la division euclidienne de a? par 3
est1

b) En déduire I’ensemble des solutions de'l’équation (E)
Exercice 21

Résoudre dans IN?, les systémes suivants

2 2 _
_{a><b=48 _{axb=294 .{a/\b=6 _{az—b2=72 s “ +t;)__390
Ulavb=24 % lanb=7 3lavb=90 “*lanb=3 B R
2 2 _ 2 2 _
2 — b? — 80 a’+.b? = 637 anb=3 a” + b® =225
Se: anb 4 S anb=17 58:{avb=60 AY anb=3
- avb=42 avb =36
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