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Exercice 1: (2 points)

Tous les résultats numériques seront arrondis & 10~ prés sauf indication contraire.

Une maison d’édition a ouvert le premier janvier 2021, sur internet, un site de vente par
correspondance.

Le tableau suivant donne I'évolution du nombre de livres vendus par mois en milliers.

Mois Janvier 2021 | Janvier 2022 | Juin 2022 Janvier 2023 | Juin 2023
Rang du mois X; 1 13 18 25 30
Nombre de livres (en 15 2,5 3 5 6
milliers) y;

1) a) Représenter le nuage de points associé a la série statistique (X; ; yi) dans un repére orthogonal
(1 cm représente deux mois en abscisse el 1 cm représente 0,5 milliers en ordonnée)
b) Calculer le coefficient de corrélation de la série statistique (X ; yi).

2) L'allure du nuage permet d'envisager un ajustement exponentiel. Pour cela on pose z; = In( yi)
Apres l'avoir recopié, compléter le tableau suivant :

Rang du mois xi |1 13 18 25 30
zi=In(yi) 0,405 | 0,916 | 1,099
3) a) Ecrire une équation de la droite d'ajustement affine D de z en x par la méthode des moindre
Carres.

b) Déduire alors que : y = 1,36 e%04%

4) En supposant que I'évolution se poursuivre de cette facon :
a) A partir de quel mois peut-t-on prévoir que le nombre de livres vendus dépasse 10 milliers?
b) Donner une estimation a l'unité pres du nombre de livres qui seront vendus en janvier 2025.

5) Calculer le nombre moyen m de livres vendus chaque mois entre janvier 2021 et juin 2023.
(On donnera une valeur approchée a l'unité pres) .

Exercice 2 : (3 points)

Un réparateur de téléphones portables achéte 30 composants électroniques en apparence tous
identiques , mais dont certains présentent un défaut .

La probabilité qu’un composant soit défectueux est de 0,04
On donnera les résultats a 1072 prés.

1) On admet que I'achat de n composants (n >2) est assimilé a n tirages successifs avec remise.

Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de composants défectueux parmi
les n achetés.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Donner I'espérance mathématique de X.

c) Soit I'événement A : « avoir au moins un composant défectueux. » et on pose p,=p(A,).
Exprimer p, en fonction de n.

d) Déterminer la plus petite valeur de I'entier naturel pour laquelle p, est supérieure ou égale a 0,999

2) On suppose que la durée de vie (en heures) d'un composant défectueux suit une loi exponentielle de
paramétre A, =2x10"*et que la durée de vie (en heures) d’un composant non défectueux suit une loi
exponentielle de paramétre A, =10""*

Soit T la durée de vie (en heures) d’'un composant acheté au hasard.
a) Montrer que p(T >1)=0,04e 2% "t +0,96e 2

b) Sachant que le composant a fonctionné plus que 2000 heures, calculer la probabilité qu’il soit
défectueux.



Exercice 3 : (4 points)

Pour tout entier naturel non nul n, on pose Uy =1 + 11+ 112 + ... + 11",
1) Vérifier que Uz024 — 11 U223 =1, puis en déduire que Uz A 11 =1.
2) Montrer que : 10 Up = 11" — 1 pour tout n € N~ .
3) On considére dans Z I'équation (E) : 11x =1 (mod U2024) .
a) Montrer que si x est une solution de (E) alors x = 112°23 (mod Uzo24 ).
b) Déduire I'ensemble de solutions de (E) .
4) a) Vérifier que le couple (2, 4 Uzo24) est une solution de (F) : 112024 x -5y = 2.
b) Résoudre dans Z x Z I’équation (F).
5) Soit p un nombre premier tel que : 7 <p <2024 .
a) Montrer que Up =1 (mod p) .
b) Déduire que Uz025-p = Uz024 (Mod p) .
¢) Sachant que 2017 est un nombre premier ; déterminer le reste de Uzp24 par 2017.

Exercice 4: (5,5 points)

A) Soit dans IR I'équation différentielle (E) : y’ =Y.
1) a) Déterminer la solution g de (E) qui vérifie g(0) = 1.

b) Vérifier que g réalise une bijection de IR vers ] 0,+o0].

2) Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(%j = x/;g’l(x) ol g* la fonction réciproque de g.

Expliciter f(x) pour x € |0, +o] .

B) On donne f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(x) = — Ir\]/(i) .
X
, In(x)-2 . .
1) Montrer que pour tout XE]O, +oo[ ona f'(x)= —~ puis dresser le tableau de variation de f.
XA/X

2) Pour tout n de [1 *, on considére la fonction gn définie sur ]0,1[ par g, (x) =f(x)—x".
a) Montrer que la fonction gn est strictement décroissante sur ]0,1].
b) En déduire que pour tout n de [1 *, il existe un unique réel a, e]O,]{ tel que f(a,)=(a,)".

¢) Montrer que pour toutnde [ *ona: g,(a,.)<0.

n+1

d) Montrer que la suite (a,)est croissante puis déduire qu’elle est convergente.

3)OnposelL= lima,.

N—>+o0

a) Vérifier que 0<a <L <1.

In(—Inx
b) Vérifier que pour toutnde [J *, h(a,)=n ou h(x) = —%+¥
nx

c) Montrer que L = 1. En déduire que lim(a,)" =0.



2n
4) Pour tout n de [1 *, on pose U, =" (a,)"
k=n

a) Montrerque Vnel *, ona: (n+1)(a,,)" <U, <(n+1)(a,)"

1 In(-In(a,))
b) Vérifier que Vnell * ona: n(a,)" =-=f(a,) - ——=—= . En déduire que lim n(a )" = +o
2 \/a stoo
) . _ U,
c) Déterminer alors |imU, et nILrpw?
Exercice 5: (5,5 points)
2
. . e f(x)=|n(1+x) i x=0
1) Soit la fonction f définie sur IR par X
f(0)=0

1) Montrer que f est continue en 0.
2) Montrer que f est impaire.

1) Soit F lafonction définie sur IR par F(X) = IXX f(t) dt .

On désigne par Cr la courbe représentative de F dans un repére orthonormé (O, i, )
1) a) Montrer que F est paire.
b) Etudier le signe de F(x) sur [0, +oo [
_2In(1+x*) =In(1+x%)
X

2) Montrer que F est dérivable sur IR et que F’ (0) =0 et VX € IR* , F' (x)

3) Soit u la fonction définie sur IR par u(x) = x*+2x-1.

a) Montrer que I'’équation u(x) = 0 admet dans IR une unique solution o et que %< o< %

b) En déduire le signe de u(x) suivant les valeurs de x.
c) Montrer que /o est I'unique solution de I'équation F'(x)=0dans]0, +o |

d) Déterminer le sens de variationde Fsur [0, a [ et [Va , +oof

4) a) Montrer que VX €]0,+x [, F(x)+F(%)=3|n2(x)

b) Déterminer alors JLI‘ROF (x).

c) Dresser le tableau de variation de F .

2 2 In(1+7)
'”(tt ) dit = 3inix puis déduire que F (x)-3In* (x) = —dt
b) Montrer que V te[0+oo[, INA+1t) <t

5) a) Soit x e |0, +oc[ .Montrer que _[XZ

c) Montrer que pour tout réel x > 1, 3In’(x)<F (x )sSInZ(x)Jrziz—zi4
X X

d) On note &7 I'aire de la partie du plan limitée par Cr , I'axe des abscisses , et les droites
d’équations x=1letx=e

Montrer que : 3e-6<.¥ <3e-—+—-— .



