4 Maths DEVOIR DE SYNTHESE N°3(Bac Blanc) 09/05/2024

L.Sayada EPREUVE DE MATHEMATIQUES Durée 4 heures

Exercice 1 (4,5 points )

1) a) Résoudre, dans C, I'équation (E,) : z*- 2(2+3i)z -5+10i = 0.

b) Soit I’équation (E;) : z3 - 3(3+2i)z? +5(3+8i)z +25(1-2i) = 0.

Vérifier que 5 est une solution de I’équation (E).

c) Résoudre alors, dans C, I'’équation (E;).

2) On munit le plan complexe du repére orthonormé direct (O, U, V) et on
donne les points A, B, C, D et K d’affixes respectives 1+2i, 5, 7+4i, 3+6i et 4+3i.
a) Faire une figure et montrer que ABCD est un carré de centre K.

b) Déterminer alors, géométriquement, le rapport et I'angle de la similitude
directe S qui transforme Ben Cet Ken D.

c) Montrer que |'écriture complexe de S est z’= (1+i)z+2-i, préciser son centre
et calculer I’affixe de D’=S(D).

3) Soit I'application g= SoS gk ou Sy est la symétrie orthogonale d’axe (BK).
a) Justifier que g est une similitude indirecte dont on précisera le rapport.

b) Déterminer I'image par g de chacun des points B, K, C et D.

c) En déduire une construction du centre W et de I'axe A de g.

d) Déterminer I’écriture complexe de g et calculer I'affixe de W.

Exercice 2( 4 points )

I’espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O, 1, J, E), on désigne par
(S;,) 'ensemble des points M(x, y, z) vérifiant I’équation :

x2+y%+2%- 2(m+1)x — 2(m-1)y-4z-3=0 oU m est un paramétre réel.

1) a) Montrer que pour tout m € IR, I'ensemble (S,,,) est une sphére de centre

I,(m+1, m-1, 2) et de rayon R,,=+/2m*+ 9.

b) Montrer que toutes les sphéres passent par un cercle fixe que I'on
déterminera.

2) Soit P le plan d’équation : 2x +2y -z -7=0.

a) Déterminer, suivant les valeurs de m, la position relative de (S,,) et P.
b) Caractériser (S)NP ou (S) est la sphere (S,) c’est-a-dire pour m=2.
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c) Déterminer le plan Q paralléle a P et sécant a (S) suivant un grand cercle.

3) Soit t la translation de vecteur i=7-2 ] -2 k.

a) Donner les expressions analytiques de la translation t.

b) Vérifier que % est un vecteur de P puis déduire I'image part de Q..
c) Caractériser (S’)NQ ou (S’) est I'image par t de (S).

Exercice 3( 4,5 points)

1) Soit n un entier naturel et S, = Y'R_, 75 =147+7%+..47",

a) Déterminer, suivant les valeurs de n, le reste modulo 19 de 7™.
b) Montrer que 6 S,, = 7%t — 1.

c) Soit u est un entier, montrer que :

6 S, = u(mod 19) si et seulement si S, = —3u(mod 19)

d) En déduire que S,,, est divisible par 19.

2) Soit, dans ZZ, I'équation (E,) : S, x - 7" y = 19 ouU n est un entier naturel.

a) Montrer que S,, et 7" sont premiers entre eux et déterminer une solution
(x0, yo) de I'équation (E,).
b) Résoudre dans Z?, 'équation (E,).
) ) . 8x -7y =19
c) Résoudre alors dans Z<, le systeme : { XAy =19
3) a) Soit a un entier, montrer que :
a’= 1(mod 19) si et seulement si a= 1(mod 19) ou a= —1(mod 19).

b) Montrer alors que [1+18!] est divisible par 19.

Exercice 4( 7 points) Partie A
1x
Soit f la fonction définie sur IR par f(x)= X liXSl_x <1 et (C¢) sa courbe
1+ ; six=>1

représentative dans un repére orthonormé (O, 1,7 ).(unité graphique 2 cm)
f(x)

1) a) Calculer limy_,_, f(x), limy_,_q ——et lim,_, o, f(X) puis interpréter
graphiquement ces résultats.

b) Montrer que f est continue et dérivable en 1.

c) Calculer f’(x) sur chacun des intervalles ]-oo, 1[ et ]1, +oo[ puis dresser
le tableau de variation de f.

2) Tracer la courbe (C¢) dans le repére (O, T, 7 ).(Construire la tangente T

au point d’abscisse 1)
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x)K

3) Déterminer la primitive Gy de g, : x +— sur I'intervalle [1, +oo[ qui

s’annule en 1. En déduire la primitive F de f sur [1, +oo[ qui s’annule en 1.
( k étant un entier naturel non nul )

Partie B

. 11X 1 1=x
. Soit Iy=[, e2 dx etpourtoutneIN* I,=[" x"e= dx.

1) a) Montrer que pour toutneIN,ona: I, = 0.

b) Montrer que la suite (I,, ) est décroissante.

2) a) Montrer que pourtoutneIN,ona: [, =-2+2(n+1) [, .

b) Calculer I, puis déduire I, .

c) Calculer alors I'aire A de la partie du plan limitée par la courbe (C¢), I'axe
des abscisses et les droites d’équations x=0 et x=e.

1
3) a) Montrer que pourtoutnelIN,ona:—< [, < .
n+1 2n+1

b) Calculer alors, lim,_, 4 nl,,.
Partie C

Pour tout n € IN* et pour tout x € ]-00, 1], on note fM=f’ et f(™ |a fonction
dérivée nieme de f avec ™D =[ (M)’ et on considére la suite (up) définie
sur IN* par u,=f™(0).

1-X

1) a) Montrer que pour tout n € IN*, on a: f™(x)= (x-2n) (—)"e 2,

b) Vérifier que |u, | = 2n(—)"\/E puis déterminer lim,,_, , o, uy,.
0
2) Soit S,= Dpe 1[ 9 )] ;nelN*.

a) Montrer que pour tout n € IN*, ona: S,= 23—\/5 [1- (_71)”].

b) Calculer alors lim,,_,, Sy.
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