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Exercice n°1 (6 pts)

L’espace & est rapporté a un repére orthonormé direct (O, I j,k) .
On considére les points A(2;0;0), B(0;2;0), C(2;2;2), D(0;0;2) et E(2;2;0).
1) a/ Montrer que le triangle ABC est équilatéral.
b/ Calculer AB A AC . En déduire I'aire # du triangle ABC.
c/ Calculer le volume 7/ du tétraédre EABC, En déduire la distance du point E au plan P = (ABC).

2) a/ Ecrire une équation cartésienne du plan P.

b/ Soient a, b et ¢ trois réels tels que a+b=c+4.
16

Vérifier que le point M (&;b;c+2) appartient 2 P. En déduire que a*+b® +¢* > 3
3) a/ Ecrire une équation de la sphéere (S) de centre E et tangente au plan P.

b/ Déterminer les coordonnées du point de contact G de la sphere (S) et du plan P.

c/ Montrer que G est le centre de gravité du triangle ABC.
4) Soit h’homothétie de rapport (—2) telle que h(E)=D.

a/ Déterminer le centre de h.
b/ Caractériser la sphére (S') image de (S) par h, puis déterminer (S')NP.
5) Soitaun réel de I'intervalle [1;e] etle point 1,(2Ina,2Ina,2-2Ina).

a/ Montrer que |, [ED].

b/ Onnote d, =d(1,,(AB)). Montrer que d, = \/12(In a)’ -16Ina+6.
c/ Montrer que d, est minimale si et seulementsi, |, =G.

d/ Déterminer une représentation paramétrique de la droite A image de (AB) par h.

Exercice n°2 (5pts)

Soit a un entier naturel supérieur ou égal a 2.

6
On pose S = Zak et soit p un nombre premier tel que p divise S.
k=0

1) a/ Montrer que a’ =1(mod p).

b/ Montrer p ne divise pas a.

¢/ En déduire que, pour tout me IN, alP zl(mod p).
2) On suppose que 7 ne divise pas p—1.

a/ Montrer que a=1(mod p).

b/ En déduire que p=7.

3) Montrer que, si p un nombre premier tel que p divise S, alors p=7 ou p El(mod 7) .
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Exercice n°3 (9 pts)

1)

2)

3)

4)

5)

Soit nun entier supérieur ou égal a 2.

1
On considére I'équation différentielle (E):y'+ny =x+=.
n

a/ Vérifier que la fonction u définie par : u(x)= X 4 e™ est solution de (E)
n

b/ Résoudre I’équation différentielle (E ') 'y'+ny=0.
¢/ Montrer que : f est solution de ( E) si, et seulement si, f —u estsolution de ( E ') )
d/ Résoudre I'équation (E)

e/ Déterminer la solution f de (E) vérifiant : f (0) =-1.

Soit f lafonction définie sur IR par: f, (x)= X e
n

On note (Cn) sa représentation graphique dans un repere orthonormé (of])
a/ Calculer lim f, (x) et lim f, (x).

b/ Etablir le tableau de variations de f, .

a/ Montrer que I'équation : f (x)=0 admet dans IR une solution unique «, .
b/ Montrer que f, (%j <0.

¢/ Montrer que, pour tout X € IR, €* > x+1. En déduire que f, (1)>0.

d/ Montrer que 1. a, <1.
n

—(n+1)er,
a/ Montrer que, pour tout entier n>2, f_(«a,)= ne—l(e"‘" 1 —1] :
n-+ n

b/ En déduire que, pour tout entier n>2, f_,(«,)>0.

¢/ Montrer que la suite (an )n>2 est décroissante puis en déduire qu’elle est convergente.

a/ Montrer que, pour tout entier N>2, — < e " <
n n

1 . Inn 2Inn | .
b/ En déduire que, pour tout entier n>2, — <a, <——, puis calculer lim «,.
n n nN—+oo
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