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Exercice N°1: (7 points). 

Question Corrigé Barème 

(I) 

1) 

a) 

 Les applications : 𝑥 ⟼ 1 − 𝑥  ;  𝑥 ⟼ 𝑥  et  𝑥 ⟼ 𝑒𝑥 sont 
dérivables sur ℝ (fonctions polynômes et exponentielle). 

 L’application : 𝑥 ⟼ 𝑒1−𝑥 est dérivable sur ℝ (fonction 
composée) et en plus elle est strictement positive sur ℝ alors : 

 L’application : 𝑥 ⟼ √𝑒1−𝑥  est dérivable sur ℝ et par suite : 

 L’application 𝑉: 𝑥 ⟼ 𝑥√𝑒1−𝑥  est dérivable sur ℝ (fonction 
produit). 

 ∀𝑥 ∈ ℝ  on a ∶   𝑉′(𝑥) = √𝑒1−𝑥 + 𝑥
−𝑒1−𝑥

2√𝑒1−𝑥
= (1 −

𝑥

2
) √𝑒1−𝑥 

⟺ 𝑉′(𝑥) +
1

2
 𝑉(𝑥) = (1 −

𝑥

2
) √𝑒1−𝑥 +

1

2
𝑥√𝑒1−𝑥   

⟺ 𝑉′(𝑥) +
1

2
 𝑉(𝑥) = √𝑒1−𝑥  donc 𝑉 est une solution de (𝐸) 

0,5 

b) 

 Soit 𝑔 une fonction définie et dérivable sur ℝ 
𝑔 est une solution de (𝐸) ⇔ ∀𝑥 ∈ ℝ on a : 

 𝑔′(𝑥) +
1

2
 𝑔(𝑥) = √𝑒1−𝑥   

Or 𝑉′(𝑥) +
1

2
 𝑉(𝑥) = √𝑒1−𝑥 

⇔ ∀𝑥 ∈ ℝ  ,  𝑔′(𝑥) +
1

2
 𝑔(𝑥) = 𝑉′(𝑥) +

1

2
 𝑉(𝑥)  

⟺ 𝑔′(𝑥) − 𝑉′(𝑥) +
1

2
[𝑔(𝑥) − 𝑉(𝑥)] = 0   ;  ∀𝑥 ∈ ℝ  

⇔   ( 𝑔 − 𝑉)′(𝑥) +
1

2
 (𝑔 − 𝑉)(𝑥) = 0 

⇔ ( 𝑔 − 𝑉) est une solution de (𝐸′): 𝑦′ +
1

2
𝑦 = 0 

0,5 

2) 

a) 

(𝐸′): 𝑦′ +
1

2
𝑦 = 0 ⇔ (𝐸′) ∶ 𝑦′ = −

1

2
𝑦 

La solution générale ℎ de (𝐸′) sur ℝ est définie par : 

 ℎ(𝑥) = 𝑘 𝑒−
1

2
𝑥   où   𝑘 ∈ ℝ 

0,5 

b)  

 𝑔 est une solution de (𝐸) ⇔ ( 𝑔 − 𝑉) est une solution de (𝐸′)  
⇔ ∀𝑥 ∈ ℝ  ,  𝑔(𝑥) − 𝑉(𝑥) = ℎ(𝑥) 
⇔ ∀𝑥 ∈ ℝ  ,  𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) + 𝑉(𝑥) 

⇔ ∀𝑥 ∈ ℝ   ,  𝑔(𝑥) = 𝑘 𝑒−
1

2
𝑥 + 𝑥√𝑒1−𝑥  

Or  𝑔(0) = 0 donc 𝑘 = 0  et par suite  ∀𝑥 ∈ ℝ  ,  𝑔(𝑥) = 𝑥√𝑒1−𝑥  

0,5 

(II) 1) a) 

𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑒1−𝑥   ;  𝐷𝑓 = ℝ 

Pour tout réel  𝑥 > 0 on peut écrire : 𝑓(𝑥) = √𝑒.
𝑥2

𝑒𝑥
= √

𝑒
𝑒𝑥

𝑥2

     d’où  

 lim
+∞

𝑓 =  lim
𝑥→+∞ √

𝑒
𝑒𝑥

𝑥2

= (
𝑒

+∞
) = 𝟎 

 C   admet une asymptote horizontale d’équation : 𝑦 = 0  
au 𝑉(+∞) 
 
 

0,5 
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b) 

 lim
−∞

𝑓 =  lim
𝑥→−∞

𝑥⏟
−∞

√
𝑒

𝑒𝑥⏟

(
√𝑒

0+=+∞)

= −∞ 

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→−∞
√

𝑒

𝑒𝑥 = (
√𝑒

0+) = +∞ 

 C   admet une branche parabolique de direction celle de l’axe 
des ordonnées au 𝑉(−∞) 

0,75 

2) 

a) 

 𝑓 est une solution de (𝐸) sur ℝ ⟹ 𝑓 est dérivable sur ℝ   

et ∀ 𝑥 ∈ ℝ  on a : 𝑓′(𝑥) = √𝑒1−𝑥 −
1

2
𝑓(𝑥) = (1 −

𝑥

2
) √𝑒1−𝑥  

⟺ 𝑓′(𝑥) = (2 − 𝑥)
√𝑒1−𝑥

2
  

Ainsi le signe de  𝑓′(𝑥) est celui de (2 − 𝑥) qui s’annule en 2 

𝑓(2) =
2

√𝑒
    

 
 
 
 
 
 

0,75 

b) 
 𝑓 est strictement croissante sur ]−∞, 2[   
alors pour  0 ≤ 𝑥 ≤ 1 < 2 on aura : 𝑓(0) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(1) 
or : 𝑓(0) = 0 et 𝑓(1) = 1  donc ∀𝑥 ∈ [0 ; 1] on a :  0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1 

0,25 

3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0,5 
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(III)  

1) 

a)  

𝐼1 =
1

4
 ∫ 𝑥√𝑒1−𝑥1

0
𝑑𝑥 =

1

4
 ∫ 𝑓(𝑥)

1

0
𝑑𝑥 =

2

4
 ∫ (√𝑒1−𝑥 − 𝑓′(𝑥))

1

0
𝑑𝑥  

  𝐼1 =
1

2
∫ 𝑒

1−𝑥

2 𝑑𝑥
1

0
−

1

2
[𝑓(𝑥)]0

1 = ∫ −
1

2⏟
𝑢′

𝑒
1−𝑥

2⏟
𝑒𝑢

𝑑𝑥 −
0

1

1

2
= [𝑒

1−𝑥

2 ]
1

0

−
1

2
   

𝐼1 = √𝑒 − 1 −
1

2
      ainsi   𝐼1 = √𝑒 −

3

2
  

0,5 

b) 

 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ on a :  𝐼𝑛+1 =
1

(𝑛+1)! 2𝑛+2
 ∫ 𝑥𝑛+1√𝑒1−𝑥𝑑𝑥

1

0
   

Or  ∫ 𝑥𝑛+1√𝑒1−𝑥𝑑𝑥
1

0
= ∫ 𝑥𝑛+1𝑒

1−𝑥

2
1

0
   

En posant :  {
𝑣(𝑥) = 𝑥𝑛+1

𝑤′(𝑥) = 𝑒
1−𝑥

2

⟹ {
𝑣′(𝑥) = (𝑛 + 1)𝑥𝑛

𝑤(𝑥) = −2𝑒
1−𝑥

2

     on aura :  

 ∫ 𝑥𝑛+1√𝑒1−𝑥𝑑𝑥
1

0
= [−2𝑥𝑛+1𝑒

1−𝑥

2 ]0
1 + 2(𝑛 + 1) ∫ 𝑥𝑛√𝑒1−𝑥𝑑𝑥

1

0
 

= −2 + 2(𝑛 + 1)𝑛! 2𝑛+1𝐼𝑛       

 D’où  𝐼𝑛+1 =
1

(𝑛+1)! 2𝑛+2
(−2 + 2(𝑛 + 1)𝑛! 2𝑛+1𝐼𝑛) 

⟺ 𝐼𝑛+1 =
−2

(𝑛 + 1)! 2𝑛+2
+

2(𝑛 + 1)𝑛! 2𝑛+1𝐼𝑛

(𝑛 + 1)! 2𝑛+2
 

⟺ 𝐼𝑛+1 =
−1

(𝑛 + 1)! 2𝑛+1
+

(𝑛 + 1)! 2𝑛+2𝐼𝑛

(𝑛 + 1)! 2𝑛+2
=

−1

(𝑛 + 1)! 2𝑛+1
+ 𝐼𝑛 

   𝐼𝑛+1 = 𝐼𝑛 −
1

(𝑛+1)! 2𝑛+1 

0,5 

c) 

 Pour 𝑛 = 1 on a : 
1

𝑛!𝑛2𝑛+1 =
1

4
   et   𝐼1 = √𝑒 −

3

2
≤

1

4
   

 Pour 𝑛 ≥ 2 on a : 

  ∫ 𝑥𝑛√𝑒1−𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑛−1. 𝑥√𝑒1−𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑛−1. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

1

0

1

0
 

∀𝑛 ≥ 2 et  ∀𝑥 ∈ [0 ; 1]  on a   0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1 et 𝑥𝑛−1 ≥ 0 
Donc  0 ≤ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥) ≤ 𝑥𝑛−1 
En plus les fonctions : 𝑥 ⟼ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)  et  𝑥 ⟼ 𝑥𝑛−1 sont 

continues sur [0 ; 1] donc :  0 ≤ ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑥𝑛−1𝑑𝑥
1

0

1

0
  

⟺ 0 ≤ ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ [
𝑥𝑛

𝑛
]

0

11

0
⟺ 0 ≤ ∫ 𝑥𝑛√𝑒1−𝑥𝑑𝑥 ≤

1

𝑛

1

0
 

En multipliant par  
1

𝑛!2𝑛+1  on aura :  0 ≤ 𝐼𝑛 ≤
1

𝑛!𝑛2𝑛+1  

 ∀𝒏 ∈ ℕ∗ on a : 𝟎 ≤ 𝑰𝒏 ≤
𝟏

𝒏!𝒏𝟐𝒏+𝟏 

0,5 

2)  

a) 

 𝑈1 = ∑
1

𝑘! 2𝑘 = 1 +
1

2

1
𝑘=0 =

3

2
= √𝑒 − (√𝑒 −

3

2
) ⟹ 𝑈1 = √𝑒 − 𝐼1  

D’après (III) 1)b)  on a :  
1

(𝑛+1)! 2𝑛+1 = 𝐼𝑛 − 𝐼𝑛+1  ;  ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

 Si 𝑛 ≥ 2 ⟹ 𝑈𝑛 = ∑
1

𝑘! 2𝑘 = 1 +
1

2
+ ∑

1

𝑘! 2𝑘 =
3

2
+ ∑

1

(𝑞+1)!2𝑞+1
𝑛−1
𝑞=1

𝑛
𝑘=2

𝑛
𝑘=0   

 𝑈𝑛 =
3

2
+ ∑ (𝐼𝑞 − 𝐼𝑞+1)𝑛−1

𝑞=1        

𝑈𝑛 =
3

2
+ (𝐼1 − 𝐼2) + (𝐼2 − 𝐼3) + ⋯ + (𝐼𝑛−1 − 𝐼𝑛) =

3

2
+ 𝐼1 − 𝐼𝑛  

𝑈𝑛 =
3

2
+ √𝑒 −

3

2
− 𝐼𝑛   ainsi    𝑈𝑛 = √𝑒 − 𝐼𝑛   ;  ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

0,5 

b) 

On a : 0 ≤ 𝐼𝑛 ≤
1

𝑛!𝑛2𝑛+1  et lim
𝑛→+∞

1

𝑛!𝑛2𝑛+1 = 0  donc lim
𝑛→+∞

𝐼𝑛 = 0 

Et par suite lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 = lim
𝑛→+∞

√𝑒 − 𝐼𝑛⏟
0

= √𝑒 

 

 

0,25 
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Exercice N°2: (6,5 points). 
Question Corrigé Barème 

1) 

 
 

0,75 

2) 

a)  Soit Ω l’univers de possibles alors 𝑋(Ω) = {0 ;  1 ;  2 ;  3} 0,25 

b) 

 𝑝(𝑋 = 0) = 𝑝(�̅�1 ∩ �̅�2 ∩ �̅�3) = 0,36 × 0,45 × 0,45 = 0,0729 
(𝑋 = 1) = (𝐴1 ∩ �̅�2 ∩ �̅�3) ∪ (�̅�1 ∩ 𝐴2 ∩ �̅�3) ∪ (�̅�1 ∩ �̅�2 ∩ 𝐴3)  
𝑝(𝑋 = 1) = 0,64 × 0,25 × 0,45 + 0,36 × 0,55 × 0,25 + 0,36 × 0,45 × 0,55 

⟹  𝑝(𝑋 = 1) = 0,2106 

1 

c) 

(𝑋 = 2) = (𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ �̅�3) ∪ (𝐴1 ∩ �̅�2 ∩ 𝐴3) ∪ (�̅�1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3)  
𝑝(𝑋 = 2) = 0,64 × 0,75 × 0,25 + 0,64 × 0,25 × 0,55 + 0,36 × 0,55 × 0,75  

 ⟹   𝑝(𝑋 = 2) = 0,3565 
 

𝑝(𝑋 = 3) = 𝑝(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3) = 0,64 × 0,75 × 0,75 = 0,36  

1 

d) 

𝑘 ∈ 𝑋(Ω) 0 1 2 3 Total 
𝑝(𝑋 = 𝑘) 0,0729 0,2106 0,3565 0,36 1 

𝑘 × 𝑝(𝑋 = 𝑘) 0 0,2106 0,713 1,08 2,0036 
�̅� = 𝐸(𝑋) = ∑ 𝑘 × 𝑝(𝑋 = 𝑘) = 2,0036𝑘∈𝑋(Ω)     ainsi   �̅� = 2 

 
 

0,5 
 
 

3) 

a) 

  
𝑝(𝐴𝑛 ∩ 𝐴𝑛+1) = 0,75 × 𝑝𝑛    et   𝑝(�̅�𝑛 ∩ 𝐴𝑛+1) = 0,55 × (1 − 𝑝𝑛)  

1 

b) 

𝑝(𝐴𝑛+1) = 𝑝(𝐴𝑛 ∩ 𝐴𝑛+1) + 𝑝(�̅�𝑛 ∩ 𝐴𝑛+1)  
⟹ 𝑝𝑛+1 = 0,75 × 𝑝𝑛 + 0,55 × (1 − 𝑝𝑛) = 0,2 × 𝑝𝑛 + 0,55 

𝑝𝑛+1 =
2

10
𝑝𝑛 +

55

100
   après simplification on aura : 𝑝𝑛+1 =

1

5
𝑝𝑛 +

11

20
     

0,5 

4) a) 

∀𝑛 ∈ ℕ∗ on a : 𝑢𝑛 = 𝑝𝑛 −
11

16
 

𝑢𝑛+1 = 𝑝𝑛+1 −
11

16
=

1

5
𝑝𝑛 +

11

20
−

11

16
=

1

5
𝑝𝑛 +

44−55

80
=

1

5
𝑝𝑛 −

11

80
  

⟹ 𝑢𝑛+1 =
1

5
(𝑝𝑛 −

11

16
)  ainsi  𝑢𝑛+1 =

1

5
𝑢𝑛 

1

5
  est un réel constant donc la suite (𝑢𝑛) est géométrique de raison 

𝑞 =
1

5
  et de premier terme 𝑢1 = 𝑝1 −

11

16
= 0,64 −

11

16
⟹   𝑢1 = −

19

400
 

0,75 
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b) 
 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ on a : 𝑢𝑛 = 𝑢1 × 𝑞𝑛−1 = −

19

400
×

1

5𝑛−1 ⟹ 𝑢𝑛 = −
19

80
×

1

5𝑛 

 ∀𝑛 ∈ ℕ∗ on a :  𝑝𝑛 = 𝑢𝑛 +
11

16
⟹  𝑝𝑛 =

11

16
−

19

80
×

1

5𝑛
 

0,5 

c) 
(𝑢𝑛) est une suite géométrique de raison 𝑞 =

1

5
∈ ]−1 ; 1[  donc elle 

converge vers zéro  ⟹ lim
𝑛→+∞

𝑝𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 +
11

16
= 0 +

11

16
=

𝟏𝟏

𝟏𝟔
  

0,25 

 

Exercice N°3: (6,5 points). 
Question Corrigé Barème 

1) 

a) 

𝑛 0 1 2 3 4 5 6 

5𝑛 1 5 25 125 625 3125 15625 

Reste modulo 7 de  5𝑛  1 5 4 6 2 3 1 
 

 
 

0,5 
 
 
 

 

b) 

∀𝑛 ∈ ℕ on a : 5𝑛+6 − 5𝑛 = 5𝑛(56 − 1) or d’après ce qui précède il 

existe 𝑘 ∈ ℕ tel que 56 = 7𝑘 + 1 alors  5𝑛+6 − 5𝑛 = 5𝑛 × 7𝑘 = 7𝑘′  

avec 𝑘′ = 5𝑛 × 𝑘 ∈ ℕ  d’où ∀𝑛 ∈ ℕ ; 5𝑛+6 − 5𝑛 est divisible par 7 

0,5 

c) 
D’après 1)b) ∀𝑛 ∈ ℕ on a :  5𝑛+6 − 5𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑7)  

⟹ 5𝑛+6 ≡ 5𝑛(𝑚𝑜𝑑7)  d’où  5𝑛+6 et 5𝑛 ont le même reste modulo 7 
0,25 

d) 

On a : 2024 =6× 337 + 2  avec  56 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7) et 52 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑7)   

alors (56)337 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7)  

donc  56×337 × 52 ≡ 1 × 4(𝑚𝑜𝑑7)  d’où 52024 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑7) 

 On a : 52024 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑7)  et  5 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑7)  

alors 52024 × 5 ≡ 20(𝑚𝑜𝑑7) ≡ 6(𝑚𝑜𝑑7)  ainsi  52025 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑7) 

0,5 

2) 

a) 

Soit  𝑛 = 6𝑞 + 𝑟  avec 𝑞 ∈ ℕ   et  𝑟 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}  

On a : 56 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7)  alors 56𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7)  

Et par suite 56𝑘 × 5𝑟 ≡ 5𝑟(𝑚𝑜𝑑7)  ainsi  5𝑛 ≡ 5𝑟(𝑚𝑜𝑑7) 

Alors le reste de la division euclidienne de 5𝑛 par 7 est le même 

que le reste de la division euclidienne de 5𝑟 par 7  

Reste modulo 6 de 𝑛  0 1 2 3 4 5 

Reste modulo 7 de  5𝑛  1 5 4 6 2 3 
 

 

 

 

 

0,5 

 

 

 

 

 

b) 
D’après ce qui précède  ∀𝑛 ∈ ℕ  on a : 7 ne divise pas 5𝑛  

ainsi 7 et 5𝑛 sont premiers entre eux. 
0,25 
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3) 

a) 

𝑆𝑛 = ∑ 5 𝑘 = 50 + 51 + ⋯ + 5𝑛𝑛
𝑘=0  c’est la somme de 𝑛 premiers 

termes consécutifs d’une suite géométrique de raison 𝑞 = 5 ≠ 1  et 

de premier terme 50 = 1 et par suite : 

 𝑆𝑛 = (1𝑒𝑟 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑆𝑛) × (
1−𝑞𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒𝑠

1−𝑞
) 

𝑆𝑛 = 1 ×
1−5𝑛−0+1

1−5
= −

1

4
(1 − 5𝑛+1)  d’où  4𝑆𝑛 = 5𝑛+1 − 1 

0,5 

b) 

Soit  𝑑 = 𝑆𝑛 ∧ 5𝑛 alors 𝑑  divise 𝑆𝑛 et  5𝑛 alors 𝑑 divise la 
combinaison linéaire   5 × 5𝑛 − 4 𝑆𝑛  
or d’après 3)a)   5𝑛+1 − 4𝑆𝑛 = 1 donc 𝑑 divise 1 et par suite  𝑑 = 1  
ainsi  𝑆𝑛 et  5𝑛 sont premiers entre eux. 

0,5 

4) 

a) 

 Si  4𝑆𝑛 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑7)  alors : 
  8𝑆𝑛 ≡ 2𝑎(𝑚𝑜𝑑7) ⟹ 𝑆𝑛 + 7𝑆𝑛⏟

≡0[7]

≡ 2𝑎(𝑚𝑜𝑑7) ⟹ 𝑆𝑛 ≡ 2𝑎(𝑚𝑜𝑑7) 

 Si  𝑆𝑛 ≡ 2𝑎(𝑚𝑜𝑑7)  alors : 
4𝑆𝑛 ≡ 8𝑎(𝑚𝑜𝑑7) ⟹ 4𝑆𝑛 ≡ 𝑎 + 7𝑎⏟

≡0[7]

(𝑚𝑜𝑑7) ⟹ 4𝑆𝑛 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑7) 

 4𝑆𝑛 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑7) ⟺ 𝑆𝑛 ≡ 2𝑎(𝑚𝑜𝑑7  

0,5 

b) 
D’après 3)a) et 1)d) on a :   4𝑆𝑛 = 5𝑛+1 − 1  et  52025 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑7)  
alors    4𝑆2024 = 52025 − 1  et  52025 − 1 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑7)   
ainsi  4𝑆2024 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑7) 

0,5 

c) 

D’après 4)a) et 4)b) on a : 

 4𝑆2024 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑7) ⟺ 𝑆2024 ≡ 2 × 5(𝑚𝑜𝑑7)  or 2 × 5 = 10 ≡ 3[7] 

Donc  𝑆2024 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑7) 

0,5 

d) 

D’après 𝟑)𝐚) on a : 4𝑆𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑7) ⟺ 5𝑛+1 − 1 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑7)   

 Et comme 4 ∧ 7 = 1 alors 4𝑆𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑7) ⟺ 𝑆𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑7) 

 

 

 

 

Alors 𝑛 = 6𝑞 + 5 où 𝑞 ∈ ℕ 

Le plus petit entier naturel 𝑛 tel que 𝑆𝑛 est divisible par 7 est pour 

𝑞 = 0  on aura : 𝑛 = 5 

Reste modulo 6 de 𝑛  0 1 2 3 4 5 

Reste modulo 7 de 5𝑛  1 5 4 6 2 3 

Reste modulo 7 de (5𝑛+1 − 1)  4 3 5 1 2 0 
0,5 

5) a) 

(𝐸𝑛): 5𝑛𝑋 +  𝑆𝑛 𝑌 = 1 

5𝑛 × 5 +  𝑆𝑛  × (−4) = 5𝑛+1 − 4𝑆𝑛 = 1 (c’est d’après 3)a)) 

 Alors  (5 , −4)   est une solution entière de l’équation (𝐸𝑛) 
0,25 
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b) 

On a : {
5𝑛𝑋 +  𝑆𝑛 𝑌 = 1 (𝟏)

5𝑛 × 5 +  𝑆𝑛  × (−4) = 1 (𝟐)
 

   (𝟏) − (𝟐) donne :  5𝑛(𝑋 − 5) + 𝑆𝑛 (𝑌 + 4) = 0 

 ⟺ 𝑆𝑛(𝑌 + 4) = 5𝑛(5 − 𝑋)  

⟺ 𝑆𝑛 divise  5𝑛(5 − 𝑋) et comme  5𝑛 et 𝑆𝑛 sont premiers entre eux 

donc d’après Gauss  𝑆𝑛 divise (5 − 𝑋) ⟺ {
𝑆𝑛(𝑌 + 4) = 5𝑛(5 − 𝑋)

5 − 𝑋 = 𝑘 × 𝑆𝑛

𝑘 ∈ ℤ

   

{
𝑆𝑛(𝑌 + 4) = 5𝑛 × 𝑘 × 𝑆𝑛

5 − 𝑘 × 𝑆𝑛 = 𝑋
𝑘 ∈ ℤ

⟺ {
𝑌 = 𝑘 × 5𝑛 − 4
𝑋 = 5 − 𝑘 × 𝑆𝑛

𝑘 ∈ ℤ

   

 𝑆ℤ×ℤ = {(5 −  𝑘 × 𝑆𝑛 ;   𝑘 × 5𝑛 − 4) ;  𝑘 ∈ ℤ}   

0 ,75 
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