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Le sujet comporte 5 pages dont I’annexe page 5 est a rendre avec la copie.

Exercice N°1: (4 points)

On donne en annexe (Figure 1) :

e ABC un triangle rectangle et isoceéle tel que (C_A)C_B)) = g [2m].

J——

e ADC un triangle rectangle et isocele tel que (DZE?) = g[Zn].

e Le point E du segment [BC] tel que :EB = V2 EC
1) Soit f la similitude directe tel que : f(D) = C et f(C) = B.

a) Montrer que le rapport de f est+/2 et 'angle de f est (— %)

b) Montrer que A est le centre de f
2) Soit F = f(B) . Montrer que :AF = 2BC et que (BC) et (AF) sont paralleles.
3) On pose g = foS,.ou A est la médiatrice du segment [AB] .

a) Montrer que g admet un centre noté Q.

b) Déterminer : gog( C ), puis déduire que C est le milieu du segment [AQ]
4) On note H le projeté orthogonal de E sur (QB).

a) Montrer que : EC = EH puis déduire que (QF) est'axe de g .

b) Montrer que les points Q, B et F sont alignés

c) Soit ] = g(E) . Montrer que J est le centre du cercle inscrit dans le triangle QAF

Exercice N°2: (5 points)
Pour tout entier naturel n on pose :F,, = 22" 4+ 1.

Partie I :

1)a) Montrer que pour tout entier non nul n : F, = 2[mod 3]
b) En déduire que pour tout entier non nul n :F, + 1 = 0[mod 6]

2) Soit n € N, et k un entier naturel tel que 0 < k < n. Montrer que : F,,x = (F, — 12+1

3)a) Vérifier que (—4)'® = —4[mod 100]



b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nuln: F,,,; = —3[mod 100]
c) En déduire les deux derniers chiffres de I'entier naturel E = YX=2024 F,, .,
Partie 11 :

Soit a un entier naturel pair tel que a > 2 etn € N. On pose A, = a%" + 1.
Soit p un diviseur premier de A,
1)a) Montrer que :aAp = 1.
b) Soit u l'inverse de a modulo p ; Montrer que: uP~! = 1[mod p] et u?>" = —1[mod p]
2) Soitd =2"*1A(p—1)
a) Montrer qu’il existe un couple d’entiers («, B) tel que : a(p — 1) + 22+ = d.
b) Montrer que : o < 0
3) On prend dans la suite a > 0et 8 <0
a) Montrer que u? = 1[modp]
b) Montrer que si d < 2™ alors u?" = 1[mod p]
c) Montrer alors que : p = 1[mod 2"*1]

Exercice N°3: (6 points)

Partie A :
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On considéere la fonction f définie sur IR par f(x) =

La courbe C; ci-contre est la représentation de f dans un repére orthonormé (0,7,7)
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1)a) Montrer que pour tout réel x : f(x) = e* —

b) Calculer l'aire A de la partie du plan limitée par la courbe Cy, la droite d’équation x = 1

et les axes du repére.



2) Soit | le point de coordonnées (1,0) , M(x, f(x)) et K(x,0) avec xe[0,1]
On désigne par g(x) la mesure de I'aire de la partie du plan limitée par les axes du
repére, la droite (IM) et la courbe Cs. .
Soit F la fonction définie sur [0,1] par : F(x) = [; f(dt

(1-x)f(x)
2

FE)+(@A-x)f" (%)
2

a) Montrer que pourtout x € [0,1] : g(x) = F(x) +

b) Montrer alors, que pour tout x € [0,1] : g'(x) =
3)a) Par des considérations d’aires, montrer que g(0) < ifolf(t)dt.
b) Montrer qu’il existe un unique réel a dans [0,1] tel que : g(a) = g.

Partie B :

Pour tout entier n € N* et pour tout x € ]—o0,0],On donne F,(x) = ff 1?;

1) a) Calculer F,;(x) puis montrer que lim F;(x) =1n (2)
X——00
b) Montrer que pour tout n € N* : F,,(x) + E,(x) = %(1 — ™)

c) Montrer par récurrence pour tout n € N*ona: lim E,(x) estfinie.
X—>—00

1
2(n-1)

2)On pose R, = lim E,(x). Montrer pourtoutn >2 ona: R, <
X——00

3) Soit G,(x)= (—1)" fXO e"dt pourtoutréel x <0.

a) Calculer G,(x) puis montrerque: lim G,(x) = (_;)n
X—>—00

b) Montrer que pourtout n>2 ona: Y»i_;G(x)=—Fx)+ (1" Fp1(x)

(-1)k

4) On considére la suite (u,,) définie pourtoutn >1 par:u, = ;- -

Montrer que : u, = —In(2) + (—1)™ R,,,; puis déduire lim u,,.

n—-+oco
Exercice N°4: (5 points)
x—1
=——s5i0<x<1
Al Soit ¢ la fonction définie sur [0,1] par v () n X
(0) =0 ete(1) =1
On désigne par C,, la courbe représentative de ¢ dans un repére orthonormé (0,1,7).
1)a) Etudier la continuité de ¢ a gauche en 1

b) Montrer que ¢ est continue sur [0, 1]

(x-1)

X

2) Soit ¥ la fonction définie sur ]0,1[ par : ¥(x) = In (x) —

Etudier les variations de W et en déduire le signe de W(x) pour tout x de ]0,1]
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3)a) Pour tout x de ]0,1[, étudier le signe de ¢'(x).

b) Etudier la dérivabilité de ¢ a droite en 0 et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

4)a) Montrer que pour tout x E[O;ﬂ ona: —2x?< i +(x+1)<0
b) En déduire que pour tout x € [0;%] ona: —§x3 - %xz <Inl-x)+x< —%xz

In(1-x)+x _ 1

c) Montrer alors que lim >
x—07t x 2

d) Montrer que ¢ est dérivable a gauche en 1 et <p£,(1)=%

5)a) Dresser le tableau de variation de ¢
b) Tracer la courbe de ¢ dans le repére donné en annexe (Figure 2).

B/ On pose pour tout xe [0; 1]: g(x) = x@(x) et @ la fonction définie par :
1

d(x) = f @(t)dt.Pourx >0
e—X

1)a) Montrer que ® est dérivable sur R, et que ®’ (x) = g(e™*))

b) Montrer que pour x > 0: 0 < d(x) <1
2) On considére la fonction G définie sur [0, +oo[ par G(x) = fel_x@dt

a) Montrer que : g(x) = 2¢p(x?) — ¢(x)

b) Montrer que G est dérivable sur R, et calculer G’ (x)
c) Déduire que pour tout x = 0ona: d(x) = fee__;@dt
3)a) Montrer pour tout x € 10,e™'] ona 0< ﬁ —px) <x

b) En déduire que pourtout x >1ona: 0<In(2)—dx)<e™*

4) a) Montrer que pourtout x >0, 0< foe_xq)(t)dt <e ™ etque lir+n foe_xgo(t)dt =0
X—+ 00

b) En déduire la valeur de fol p(t)dt.



Annexe a rendre avec la copie
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