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Dream big, work hard, make it happen. I

55 Exercice 1| (5 points)

Le plan est orienté dans le sens direct, on considére un carré direct OAIC.
On désigne par B et D les symetrlques respectives de A et C par rapportal.

E est le point tel que BE=CD .

B E
(1) Soit S la similitude directe qui transforme
OenCetCenB.
(a] Déterminer le rapport et une mesure
de I'angle de S. c I

(b) Montrer que S(I) =D. D

Montrer que A est le centre de S.
(2) Montrer que S(B) =E
(3) Le plan est rapporté au repere (O, O_A> a?)). 0 A

Donner I'écriture complexe de la similitude S.
(4) On considere la suite des points (M) définie par : { Mo =?
Mp+1=5(Mp),n €N
(a) Montrer que pour toutneN,z,=1—(1—1)".
(b) Montrer que pour tout n € N*, le triangle AM, M1 est rectangle et isocéle en M.
Construire alors sur I'annexe a rendre , les points M4 et Ms.
(d] Déterminer I’ensemble des entiers n pour que M, € (AB).
@ Soit la similitude indirecte tell que o(B) =C et o(C) =

(a) Déterminer le rapport de o.

(b] Construire A’ = o(A).

Soit J le centre de g, montrer que | est symétrique de B par rapporta O,
puis construire I'axe A de o.

(d] Déterminer I’ensemble des points M du plan o(M) = S~1(M).

Devoir de synthese 2 -1/5 - Médenine-Monastir



Exercice 2|| (4 points)

Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube d’aréte 1 . E H
On munie I'espace du repéere orthonormé direct ( A, AB, AD, AE). e G

€ (a) Calculer BD A BE et déduire I'aire du triangle BDE.

(b] Montrer que x + y + z— 1 = 0 est une équation du plan (BDE) . A, D

Prouver que la droite (AG) est perpendiculaire au plan (BDE) 5l
en un point K dont on déterminera les coordonnées. - C

(d] En déduire que si x, y, et z sont trois réels tels que
X+y+z—1=0, anrsx2+y2+222§

(2) Soit S la sphere de centre A et de rayon o > 0.

1
Montrer que S, est tangente au plan (BDE) si et seulement si a = E

(3) On désigne par S la sphere de centre A et de rayon 1.

(a] Vérifier que B, D et E sont trois points de S;.

(b) En déduire le centre du triangle BDE et déterminer le rayon de son cercle circonscrit.
(4) Soit h I'hnomothétie de centre A et de rapport V3.

(a] Donner I'expression analytique de h.

(b] Vérifier que h(S%) =S;.

Donner une équation cartésienne d’un plan P parallele au plan (BDE) et tangent a S;.

Exercice 3|| (4 points)

On consideére la suite (U,) définie sur N par U, =n.5" + (n + 1).5"* + (n 4+ 2).5"*2,

(1) (2] Déterminer suivant n, le reste modulo 31 de 5".
(b) En déduire le reste modulo 31 de U»g24.

(2) [a) Montrer que pourtoutneN, ona: Up= 11.5"*! (mod 31).
(b) En déduire suivant les valeurs n, les restes de U, modulo 31.

n
(3) Pour tout n € N; on pose Sp = Z Uk.
k=0

(a) Montrer que 4S, =55(5"1—1) (mod 31).
(b] En déduire que S, =6(5"*1—1) (mod 31).

Déterminer alors, le reste modulo 31 de Sz¢24.
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Exercice 4| (7 points)

A) Soit f la fonction définie sur ]0, 1] par f(x) = V1 —x2 + Inx.
On note (%f) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (o, i, j )

@ (a) Calculer Iir(r)m f(x). Interpréter graphiquement le résultat.
x—0*

. fx) . : .
(b) Montrer que |II‘? 1 = —o00. Interpréter graphiquement le résultat.
x—1" X —

V1—x2—x?
xV1—xZ

(b] Résoudre dans R, I’équation: x2+x—1=0.

(2) (2] Montrer que pour tout x €]0, 1[, f'(x) =

Dresser le tableau de variation de f.
(3) Dans la figure de I'annexe jointe
. (O, T, T)est un repéere orthonormé .

. (41) et(%>) sont les courbes des fonctions, respectives, x — x? et x — In(x).

. la courbe I" est celle de la fonction F, primitive sur ]0, 1], de f qui s’annule en 1.
. Au point M, la courbe I, possede une tangente horizontale;
. Le point P est un point d’'inflexion de la courbe I';

. Au point Q, la courbe I', possede une demi-tangente horizontale.

(a) En s’aidant de la courbe I', donner un procédé de construction et construire :

. les points d'intersection de la courbe (%;)avec I'axe des abscisses.

, V/5-1
. le point A > ,0

(b) Montrer que f/(x) =0 si et seulement si f(x) =Inx + x2.

La droite passant par le point P et perpendiculaire a I'axe des abscisses coupe la courbe
(#1) en E , 'axe des abscisses en A et la courbe (432) en F.

J/5-1
Montrer que f > =AE—AF.

[d] Construire la courbe (%f).

T
@ On pose pour tout x € [0, E] g(x) = sin(x).
T
(a] Montrer que la fonction g est une bijection de [0, E] sur[0, 1].

On note g~ ! sa fonction réciproque.

(b] Montrer que g~ est dérivable sur [0, 1[ et que pour tout x € [0, 1], (g‘l)’ )=

1—x2
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1 T
@On pose, pour tout x €]0,1], G(x) = = (le x2+g‘1(x))+xlnx x+1—Z

(a) Montrer que G est dérivable sur ]0, 1[ et que pour tout x €]0, 1[, G’(x) = f(x).
X

(b) En déduire que pour tout x €]0, 1], J f(t)dt = G(x).
1

Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (%f), I'axe des abscisses et les droites
L V2
d’équations x = 5 et x=1.
1 1
B) On pose pour tout entier naturel non nul n, I, =J In"(t)dt et Jo=| (1—1t2)"dt.
1
0

e

_)k

1
(1) On pose pour tout reelxe]— 1] Gn(xX) =(—=1)"n!.x. Z Ink(x).

(a) Vérifier que Gny1(x) =xIn""1(x) = (n + 1)Gn(X).

1
(b] Montrer, par récurrence, que la fonction G, est une primitive sur ]—, 1],
e

de la fonction x — In"(x).

s . (- 1)”n' 51
En déduire que pour tout entier naturel non nuln, I,= Z o
k=0 ""
@ (a) Montrer que pour tout entier naturel non nuln, J, = Y 1jn 1.
221(n')?
(b) En déduire que pour tout entier naturel non nuln, J,= ———.
(2n+ 1)!

BON TRAVAIL
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ANNEXE A RENDRE

NOM @ PreNOM ... e e et e e e e e e et e e e e e eeees
Classe et Numéro..............

Exercice 1:

Exercice 4 :

62

Y
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