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Exercice1                   (5points ) 

 

       Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle équilatéral de sens direct tel que 𝐾 et 𝐽 sont les milieux respectifs  

       des segments [𝐵𝐶] et [𝐴𝐶]. 𝐼 est le centre de gravité de ce triangle.  

     1)   a) Montrer qu’il existe un unique déplacement 𝑓 et un unique antidéplacement 𝑔 tels que  

           𝑓(𝐶) = 𝑔(𝐶) = 𝐵  et  𝑓(𝐽) = 𝑔(𝐽) = 𝐾   

     b)  Caractériser 𝑓.   

       2)   On désigne par 𝑆1 , 𝑆2 et 𝑆3 les symétries orthogonales d’axes respectifs (𝐴𝐶) , (𝐽𝐵) et (𝐽𝐾). 

             𝑅 la rotation de centre 𝐶 et d’angle (−
𝜋

3
) et ℎ = 𝑅 𝑜 𝑓.  

             a)  Déterminer ℎ(𝐽) , caractériser ℎ puis vérifier que ℎ = 𝑆2 𝑜 𝑆1 . 

             b)  Montrer que 𝑔 = 𝑓 𝑜 𝑆1 . 

             c)  En déduire que 𝑔 = 𝑅−1 𝑜 𝑆2 . 

       3)   On pose  𝜑 = 𝑔 𝑜 𝑆3 . 

              a)  Déterminer 𝜑(𝐽) puis caractériser l’application 𝜑. 

              b)  Caractériser alors 𝑔.  

       4)   𝐻 est le milieu du segment [𝐴𝐵] , 𝐷 = 𝑆1(𝐵) et 𝐹 est la similitude directe qui envoie 𝐴 en 𝐷  

               et 𝐻 en 𝐽.  

              a)   Déterminer les éléments caractéristiques de 𝐹. 

              b)   Déterminer l’image de la droite (𝐶𝐻) par 𝐹. 

        5)  On pose 𝐹(𝐸) = 𝐻  

              a)  Montrer que 𝐻𝐸𝐵 est un triangle isocèle. 

              b)  Montrer que (𝐵𝐸) et (𝐻𝐽) sont deux droites perpendiculaires puis construire le point 𝐸. 

        6)  Soit l’application 𝐺 = 𝐹 𝑜 𝑆(𝐴𝐵)   

             a)   Montrer que 𝐺 est une similitude indirecte dont-on précisera le rapport et le centre. 

             b)   𝐶′ est l’image du point 𝐶 par la similitude indirecte 𝐺. Montrer que 𝐴 , 𝐶 et 𝐶′ sont alignés.  

        7)  Dans cette question on rapporte le plan au repère orthonormé direct (𝐾,𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑣 ). 

              a)  Déterminer l’écriture complexe de 𝐺. 

              b)  En déduire une équation de l’axe ∆ de 𝐺 puis le construire. 
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  Exercice2                          (3.5points ) 

   

1) Soit 𝑃(𝑧) = 𝑧3 − (5 + 6𝑖)𝑧2 + (−6 + 16𝑖)𝑧 + 20 + 10𝑖  , 𝑧 ∈ ℂ   

a) Calculer 𝑃(−1 + 𝑖) puis déterminer les complexes 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 tels que 𝑃(𝑧) = (𝑧 + 1 − 𝑖)(𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏) 

b) En déduire les solutions de l’équation 𝑃(𝑧) = 0. 

     2)  Dans le plan complexe, muni d’un repère orthonormé direct (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ), on considère les points 𝐴, 𝐵 𝑒𝑡 𝐶 

           d'affixes respectives 𝑧1 = −1 + 𝑖 ,  𝑧2 = 3 + 𝑖 𝑒𝑡 𝑧3 = 3 + 4𝑖.  

           Placer les points 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐼 𝑒𝑡 𝐷 𝑜ù 𝐼 est le milieu du segment [𝐴𝐵] et 𝐷 est le barycentre des points 

           pondérés (𝐴, 3) 𝑒𝑡 (𝐵, 1).  
      

     3)  Soit 𝐻 l’hyperbole de foyers 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 dont 𝐷 est un sommet.  

         a)  Déterminer le centre et l’excentricité de 𝐻. 

         b)  Vérifier que l’équation réduite de 𝐻 dans le repère (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ), s’écrit (𝑥 − 1)2 −
(𝑦−1)2

3
= 1. 

         c)  Déterminer le deuxième sommet, les directrices et les asymptotes de l’hyperbole 𝐻 et la construire. 

 Exercice3                  (4.5points ) 

 PARTIE A  

 Soit 𝑛 ∈ ℕ et   un diviseur premier strictement supérieur à 2 de 
2 1

n

a +  où a  est un entier premier avec   . 

1) Soit d le plus petit entier naturel non nul vérifiant ( )1 modda   . 

     a/ Montrer que si k un entier naturel qui vérifie ( )1 modka   alors d divise k. 

     b/ En déduire que d divise 1 −  et 
12n+

 . 

2)  a/ Montrer que 
12nd +=  . 

     b/ En déduire que ( )11 mod 2n + .   

PARTIE B : 

 

 On se propose de déterminer l’ensemble (A) des couples de nombres premiers p et q pour lesquels  

( )3 3 0 modp q pq+   . 

Dans la suite de l’exercice on suppose que ( ),p q  est un élément de (A). 

1)    On suppose dans cette question que p q=  . 

       a/ Justifier que p est impair. 

       b/ Montrer alors que 3p q= =   

2)    a/ Montrer que si 2p =  alors 3q =   

       b/ Vérifier que ( )3,5  est un élément de (A)  . 

3) On suppose dans cette question que 3 p q   . 

On pose 2mq p k− =  où (𝑚, 𝑘) ∈ ℕ2 et k est impair. 

       a/ Montrer que ( )3 1 0 modq p p− +   et ( )3 1 0 modq p q− +   . 

       b/ Montrer alors que ( )10 mod 2mq p +−   .  

       c/ Conclure  

4) Déterminer l’ensemble (A).  



L.P.A                                                                  Mathématiques                                                            4èmeMaths 

3 
 

11/03/2025                           Synthèse  2                                                      Durée : 4heures 

 

Exercice4               (7points ) 

A) Pour 𝑛 ∈ ℕ∗, on considère la fonction nf  définie sur ℝ par : ( )
 
n

x
n

f x xe
−

=  , si 0x   et ( )0 0nf = . 

 On note (Cn) la représentation graphique de nf dans le repère orthonormé ( ), ,O i j . 

1) Montrer que nf est continue et dérivable à droite en O. 

2) Montrer que nf est dérivable sur ℝ∗ et calculer ( )'nf x pour 𝑥 ∈ ℝ∗.  

3) Calculer ( )lim n
x

f x
→+

 , ( )lim n
x

f x
→−

 et ( )
0

lim n
x

f x
−→

 puis dresser le tableau de variation de nf  . 

4) Montrer que la droite :nD y x n= −  est une asymptote à (Cn) .  

5) Construire (C1) et (C2). 

6) Pour 0x  , on pose ( ) ( )1 1
1

x

F x f t dt=  . 

 a) A l’aide d’une intégration par parties montrer que : ( )
1 1

2

1
1

1 1 1

2 2 2

x
x tF x x e e dt

e

− −

= − −     

 b) En déduire que pour 𝑥 ≥ 1 on a : 𝐹1(𝑥) ≥
1

2
𝑒−

1

𝑥(𝑥2 − 𝑥 + 1) −
1

2𝑒
  

  

 B)  1) Montrer qu’il existe un réel unique na  tel que : ( ) 1n nf a =  . 

       2) Vérifier que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗: 𝑎𝑛 > 1 et que ( )lnn na a n=  . 

       3) Soit g la fonction définie sur  1,+  par : ( ) lng x x x=  . 

 a) Montrer que g est une bijection de  1,+  sur un intervalle J que l’on précisera. 

 b) En déduire que lim n
n

a
→+

= +  . 

 c) Montrer que la suite (𝑎𝑛) 𝑛∈ℕ∗ est strictement croissante.  

 d) Vérifier que pour tout  𝑛 ∈ ℕ∗: ln(𝑎𝑛) + ln(ln(𝑎𝑛)) = ln(n). En déduire que 
ln

lim 0n

n

a

n→+
=  . 

 e) Montrer que ( ) 1

1

1
na

n nf a e +

+ =  . 

C) Pour 𝑛 ∈ ℕ∗ , on pose ( )
1n

n

a

n n
a

I f t dt
+

=   , nJ  la valeur moyenne de nf  sur  1,n na a +  et 
1

n

n k

k

S I
=

=  .  

1) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ : 1

1

1 na

nJ e +   .  

2) En déduire lim n
n

J
→+

 et lim n
n

S
→+

 . 

3) Pour 0x   , on pose ( ) ( )
1

x

n
n nF x f t dt=   où 𝑛 ∈ ℕ∗ .  

 

 a) Montrer que nF  est dérivable sur  0,+  et que ( ) 1 2
'n

x
F x f

n

 
=  

 
 . 

 b) En déduire que pour tout 0x   : ( ) 2 2

1 12

1
n

x
F x n F n F

n n

   
= −   

   
 . 

 c) Calculer ( )lim n
x

F x
→+

 . 


