4 Maths Devoir de synthese n°1 14/12/2023
L.Sayada Epreuve de mathématiques Durée : 3 heures

Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté dans le sens direct, on considére un carré ABCD F

direct de centre O et les triangles équilatéraux directs IFK et IKG D A

comme l'indique la figure ci-contre. 1, ], K et L sont les milieux

respectifs des segments [BC], [DC], [AD] et [AB]. ‘

1) Soit I'isométrie f = S (k1,08 (k0S5 (17)0S (cp)- K I

a) Caractériser et comparer Sigxpy0S( k) €t Sk1)0S kc)-

b) Caractériser et comparer S ;,0Scpy €t Sk;)0S06)- ‘

c) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

2) Soit R la rotation de centre K et d’angle g, t la translation de A v B
G

vecteur AB etg=toR.
a) Déterminer la droite A puis déduire les droites A, et A, telles que R= 5,05y, et t=5,,0S5,.

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de g.

3) Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (0,3, ) o ii= O1 et B= 0J.

On considére I'application ¢ du plan dans lui-méme qui a tout M d’affixe z associe le point
M’ d’affixe z’=a Z +b et on donne @(K)=1et @(L)=].

a) Déterminer a et b.

b) Montrer que @ est une isométrie du plan.

c) Déterminer I’ensemble des points invariants par .

d) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de .

Exercice 2 (5 points)

Le plan est orienté dans le sens direct, on considére les carrés directs ABCD et ADGE

de centres respectifs O et 1. Soit F le symétrique de C par rapport a B.

1) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui transforme B en D et D en E.
b) Déterminer alors la nature de f.

c) Déterminer I'image par f de chacune des droites (AB) et (AD). En déduire f(A).

d) Montrer que f(O)=1.

2) Soit g le déplacement qui transforme A en E et D en A.

a) Déterminer (gog)(D) puis caractériser gog.

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de g.

c) Montrer que g = t;z o f 1.

3) Soit h I'antidéplacement qui transforme Ben D et D en E.

a) Montrer que h est une symétrie glissante et préciser ses éléments caractéristiques.
b) Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que f(M)=h(M).
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Exercice 3 (5 points)

1) Soit f la fonction définie sur J-co,mt[ par : f(x)= x4 ,16 X _ Lsix <0 .
2 tan(z) si0<x<m

(Cy)est sacourbe représentative dans un repére orthonormé (O, T 7)

a) Montrer que f est continue sur J-oo, 1t|.

b) Montrer que f est dérivable sur J-o, Tt[. Former une équation de la tangente (T) @ (Cy).
c) Dresser le tableau de variation f puis tracer (Cy).

2) Soit g la restriction de f a ]-oo, 0].

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ *définie sur -1, 0].

b) Déterminer g~1(x) en fonction de x pour X €]-1, 0].

3) Soit h la restriction de f a [0, i].

a) Montrer que h admet une fonction réciproque h™'définie sur [0, +oo[ puis calculer h=1(2).

b) Montrer que h™! est dérivable sur [0, +o[ et que (h™1)’(x)= 4fo ; pour tout X €0, +].

4) Soit  la fonction définie sur J0,+-co[ par : p(x)= h™*(VZx )+ h™! ().

a) Montrer que @ est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer ¢’(x).

b) En déduire que pour tout x€ J0,+0o[ ; h™*(V2x )=n- h™}(=).
Exercice 4 (5 points)

Soit n € IN* et f,, la fonction définie sur [0, g] par fn(x)= x+(1-2n?)(1-sin x).

1) a) Montrer que I’équation f,(x)=0 admet une unique solution u,, dans [0, g], donner le
Un
2n?-1"

signe de f,(x)sur [0, g] puis établir que sin(u,)=1 -
b) Montrer que pour tout n € IN* et pour tout xe [0, g]; fne1(X) < fu(x), déduire que la suite
(uy,) est croissante puis qu’elle est convergente et calculer sa limite. lim,,_, ;. Uy.

2) a) Montrer que f,, admet une fonction réciproque fn_1 définie sur [1-2n?, %] puis calculer
faH(0) et £ (1-207).

b) Montrer que fn_1 est dérivable sur [1-2n?, g] puis calculer ( fn_l)’(1—2n2).

1

1+/22n2—Dup—un>

c) Montrer que (f,”')’(0)=

_ 1+f1(x) . E
3) Soit g la fonction définie sur [0, g] par g(x)z{g (x) = x  SLXE 10, 2]_

g(0) =2

. . . g 1
a) Montrer que g est continue a droite en 0 et justifier que g(u,)= —.
1
sint—t
t2
sint—t _cosc—-1

Calculer h(0) et h(t) puis montrer qu’il existe c € |0, t[ tel que =

t? 2c

b) Soit t € 10, %] et h la fonction définie sur [0,t] par h(x)=( ) x? +x - sin x.

En déduire que g est dérivable a droite en 0 et donner g’ ;(0).
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