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Exercice 1  (4 points) 

Dans le plan orienté, on considère un carré ABCD de sens direct et de centre O. On note I A B et J B C=  =  . 

1) Caractériser : ( ) ( )OJ AB
S S  ,  ( ) ( )OI BD

S S  ,  ( )O AB
S S  ,  ( )OJ BC

S t   et  ( )OJ AC
S t . 

2) Déterminer l’ensemble des isométries   qui laisse globalement invariant, le carré ABCD. 

Exercice 2  (8 points) 

Sur le graphique de l’annexe ci-jointe, on a tracé dans un repère orthonormé ( )O,i , j , la courbe C  représentative d’une 

fonction f définie et deux fois dérivable sur  0;+  ainsi que sa demi-tangente en O et sa tangente au point d’abscisse 1.  

• C  n’a pas d’autres changements de variations que ceux visibles sur la courbe. 

• C admet une asymptote d’équation : y =  au voisinage de+ . 

1) a)  Montrer qu’il existe  c 0,1  tel que f "(c) 1= − . 

b)  Calculer 
( )

x 0

sin f (x)
lim

x+→
 et 

( )
x

4

4f tan x 2
lim

4x



→

−

−
. 

2) Montrer que f réalise une bijection de  0;+  sur un intervalle I qu’on précisera. 

On note 1f −  sa fonction réciproque et 'C  sa courbe représentative dans le repère ( )O,i , j . Tracer 'C  

3) On admet que pour tout 
2

2
x 0 , f '(x)

x 1
 =

+
. 

a) Vérifier que pour tout t 0 , f '(t) 2  et en déduire que pour tout x 0 , f (x) 2x . 

b) Montrer que la fonction 
32

g : x f (x) 2x x
3

− +  est croissante sur  0,+ . 

c) Déduire que pour tout x 0 , 
32

2x x f (x) 2x
3

−   . 

d) Calculer 
2

x 0

f (x) 2x
lim

x+→

−
. 

4) On considère la fonction h définie sur  0,  par 
x

h(x) f tan
2

  
=   

  
. 

a) Montrer que h est dérivable sur  0,  et calculer h '(x)  pour tout  x 0, . 

b) En déduire que pour tout  x 0, , ( )1 x
f x tan

2

−  
=  

 
. 

5) a)  Montrer que pour tout x 0 , ( )  
f (x)

arg 1 i x 2
2

+  . 

b)  En déduire que pour tout x 0 , on a : ( )
1

f x f
x


 

+ = 
 

. 

c)  Calculer f (2) f (3)+ . 

6) On considère la suite ( )nu  définie par : 
n

n 2
k 1

k
u f

n=

 
=  

 
  pour tout *n . 

a) Montrer que pour tout *n , 
( )

22n
3

k 1

n n 1
k

4=

+
= . 

b) Montrer que pour tout *n , 
( )

2

n4

n 1n 1 n 1
u

n 6n n

++ +
−    ; en déduire n

n
lim u
→+

. 

c) Calculer 
2n

n
k 1

1 n
lim f

n k→+
=

  
  

  
 . 
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Exercice 3  (8 points) 

I. Pour tout z , on pose ( ) ( )( ) ( )( )3 2P z z 4 i 2 2 3 z 4 3 i 8 4 3 z 8 3= + − − + + − + + + . 

1) Montrer que, dans , l’équation ( )E  : ( )P z 0=  admet une unique solution imaginaire que l’on précisera. 

2) On admet que pour tout z , ( ) ( ) ( )( )2P z z 2i z 2 2 3 i z 4 3 i= − − + + . Résoudre l’équation ( )E . 

II. Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct ( )O,u , v , on considère les points A, B et C 

d’affixes respectives : 
A B Cz 2i , z 1 3i et z 3 3i= = + = + . 

1) a)  Ecrire 
Bz  sous forme exponentielle. 

b)  Construire les points B et C sur la figure de l’annexe ci-jointe. 

2) a)  Vérifier que A

C B

z
i

z z
=

−
. 

b)  En déduire qu’il existe une unique rotation f dont on précisera l’angle tel que : ( ) ( )f B O et f C A= = . 

c)  Construire le centre I de f. 

3) a)  Vérifier que l’expression complexe de f est : z' iz 3 i= + − . 

b)  Déterminer 
Iz  l’affixe de I sous forme algébrique. 

c)  Montrer que 
i
12

Iz 2 e


=  ; en déduire la valeur de tan
12


. 

4) On considère l’application g qui à tout point ( )M z associe le point ( )M ' z '  tel que : z' iz 3 i= − − . 

a) Déterminer ( ) ( )g B et g C . 

b) Montrer que g est une symétrie glissante. 

c) Montrer que ( )OA
S g f= . 

d) Construire l’axe   de g. 

5) On pose ( )O' g O=  et ( ) ( )OA
O" S O'= . 

a) Préciser le vecteur w de g. 

b) Déterminer, sous forme exponentielle, l’affixe de ( )O' g O=  puis placer les points O' et O" . 

c) Montrer que le triangle IOO" est rectangle et isocèle en I. 

6) Pour tout point M du plan, on donne les points M' et M"  tels que : ( ) ( ) ( )1

OAw
t f M M' et S M M"− = = .  

Montrer que M' et M"  sont symétriques par rapport à une droite fixe qu’on précisera. 
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Figure de l’exercice 1 : 

 
 

Figure de l’exercice 2 : 

 

Annexe
Nom et prénom : ……………………………………………………………………………………………….. 
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