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Exercice 1 (5 points)

Soit l'équation (E) : z2−2(1+ icosθ)z+2icosθ = 0 θ ∈]
0,π[.

1 a Résoudre dans l'ensemble des nombres complexes C l'équation (E).

b On note z1 = 1+ ieiθ et z2 = 1+ ieiiθ. Ecrire z1 et z2 sous forme exponentielle.

2 Dans le plan complexe muni d'un repère orthonormé direct (0, u⃗, v⃗), on désigne
parA, M1 et M2 les points d'affixes respectives 1, z1 et z2.

a Déterminer l'ensemble décrit par M1 lorsque θ décrit ]0,π[.

b Soit I le milieu du segment [M1M2] ; déterminer l'ensemble décrit par I lorsque
θ décrit ]0,π[.

3 Soit l'application f : P→P M(z) 7→ M ′ (z′) tel que z′ = e−2iθz+2isinθe−iθ.

a Montrer que f (M1)= M2.

b Montrer que f est une rotation que l'on caractérisera.

c Préciser la nature du triangle AM1M2 et déterminer ( la ou les) valeur(s) de θ

pour que AM1M2 soit un triangle rectangle .

4 a Montrer que lorsque θ varie sur ]0,π[ , la droite (M1M2) a une direction fixe.

b En déduire ( la ou les) valeur(s) de θ pour que OAM2M1 soit un losange.
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Exercice 2 (5 points)

Le plan orienté dans le sens direct.
ABC est un triangle isocèle en A tels que :á(−−→
AB ,

−−→
AC

)
≡ π

4
[2π].

CDA est un triangle rectangle isocèle en C de
sens direct.
On désigne parΩ le point d'intersection des bis‐
sectrices du triangle ACD.

Ω

b

A

b

B
b

C

b
D

b

1 a Montrer qu'il existe un unique déplacement R tel que R(A)= D et R(B)=C.

b Montrer que R est une rotation dont on précisera l'angle.

c Construire son centre O.

d Montrer que le quadrilatère OCAB est un losange.

2 Soit f = R(A,π4 ) ◦R(C,π2 ).

a Construire C′ = f (C).

b Montrer que f est une rotation dont on précisera l'angle.

c Déterminer la droite ∆ telle que R(C,π2 ) = S(AC) ◦S∆.

d Montrer que Ω est le centre de f .

3 Soit g = f ◦R.

a Déterminer g(A) puis caractériser g.

b Montrer que le triangle ABC′ est rectangle et isocèle en A.

c Montrer que les points B, C′ et Ω sont alignés

4 Soit h= R ◦S(BC).

a Montrer que h est une symétrie glissante.

b Déterminer h(A) et h(B) .

c Soit I est le milieu de [BC] et I ′ = h(I). Montrer que I ′ est le milieu de [OD].

d Déterminer la forme réduite de h.
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Exercice 3 (5 points)

I) Soit f la fonction définie sur ]−∞,1] par f (x)= −2
1+p

1− x
.

1 Etudier la dérivabilité de f à gauche en 1. Interpréter graphiquement le ré‐
sultat.

2 a Montrer que pour tout x ∈ ]−∞,1[ , f ′(x)=− (f (x))2

4
p

1− x
.

b Dresser le tableau de variation de f .
c Tracer la courbe représentative de f dans un repère orthonormé

(
O ;

−→
i ,

−→
j
)
.

3 a Montrer que f admet une fonction réciproque f −1 définie sue [−2,0[.
b Étudier la dérivabilité de f −1 à droite en ‐2.
c Tracer la courbe représentative de f −1 dans le même repère orthonormé(

O ;
−→
i ,

−→
j
)
.

II) Soit g la fonction définie sur
[
0,

π

2

]
par g(x)= f

(
cos2 x

)
.

1 Vérifier que pour tout x de
[
0,

π

2

]
, g(x)= −2

1+sin x
.

2 Montrer que g réalise une bijection de
[
0,

π

2

]
sur [−2,−1].

3 a Montrer que g−1 est dérivable sur [−2,−1[.

b Montrer que
(
g−1)′ (x)= −1

x
p−(x+1)

pour tout x de [−2,−1[.

4 Pour tout n de IN∗, on pose Un = (
n+n2) ·(g−1

(
−2+ 1

n

)
− g−1

(
−2+ 1

n+1

))
.

a Montrer que pour tout entier n de IN∗, il existe un réelαn ∈
]
−2+ 1

n+1
,−2+ 1

n

[
tel que Un = −1

αn
√−(1+αn)

.

b En déduire la limite de la suite U .
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Exercice 4 (5 points)

Soit f la fonction définie sur ]−∞,2[ par :


f (x)=

√
2+ x
2− x

si 0≤ x< 2

f (x)= 1+ 2xp
4x2+1

si x< 0
.

On désigne par (C f ) la courbe de f dans un repère orthonormé
(
O ;

−→
i ,

−→
j
)
.

1 a Etudier la dérivabilité de f en 0.

b Montrer que f est dérivable sur ]0,2[ et que ∀x ∈]0,2[ on a :

f ′(x)= 2
(2− x)

p
4− x2

.

c Dresser le tableau de variation de f sur ]−∞,2[.
d Tracer la courbe (C f ).

2 Montrer que f ′ est strictement croissante sur ]0,2[.

3 Pour tout n ∈ IN∗, on pose Sn =
n∑

k=1

2n
(2n−k)

p
4n2−k2

.

a Vérifier que ∀n ∈N∗ : Sn = 1
n

n∑
k=1

f ′
(

k
n

)
b Montrer en utilisant les accroissements finis que :

Pour tout k de N∗, on a :
1
n

f ′
(

k
n

)
≤ f

(
k+1

n

)
− f

(
k
n

)
≤ 1

n
f ′

(
k+1

n

)
.

c En déduire que la suite (Sn) est convergente et déterminer sa limite.

4 Soit g la fonction définie sur
[π

2
,π

]
par :


g(x)= f

(
1

cos x

)
si x ∈

]
π

2
,π

]
g

(π
2

)
= 0

a Montrer que g est continue à droite en
π

2
.

b Montrer que g est dérivable sur
]π

2
,π

]
et calculer g′(x).

c Montrer que pour tout x ∈
]π

2
,π

[
, il existe c ∈

]π
2

, x
[
tel que :

g(x)
x− π

2
= −sin(2c)(p

4+cos2 c
)3 .

d En déduire que g est dérivable à droite en
π

2
et que g′

d

(π
2

)
= 0.

e Dresser le tableau de variation de g.
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