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Devoir de synthese n°1 en mathématiques (type 2)

Exercice 1
Soit la fonction f : x » 1 + sin(mx) ; Vx € [—% , %] et soit Cy sa courbe
representative
dans repére orthonormé (0,7,)).
1) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que f admet une fonction réciproque que 1’on note f~1 et déterminer

son domaine de definition on notera C ;-1 sa courbe representative.
2) a) Montrer que f~1! est dérivable sur 10, 2[.
b) Etudier la dérivabilité de £~ a droite en 0 (graphiquement) et étudier la

dérivabilité de f~1 & gauche en 2 ( par le calcul ).

c) Vérifier que : vx €10,2[ (f 1)’ (x) = !

w 2x—x2
3) Soit la fonction g définie sur 10,2[ par :g(x) = f1(2 — x) + f1(x).
a) Montrer que g est dérivable sur ]0,2] .
b) Calculer g'(x) pour tout x de [0,2][.
c) Calculer g(1). En déduire que : Vx € ]0,2[ona: f1(2 —x) = —f 1(x).

n
1 1
4) Soit la suite réelle U défini IN*par: U =—z —1(1+—)
) Soit la suite réelle éfinie sur par: U, "k_of ——

a) Montrer que Vvn € IN* ; Vk € {0,1,2,...,n}ona:
-1 1 -1 1 -1 1
frag) st () = (1+))
Adui : * . ntloeoq (2ot ntl -1 (0l
b) En déduire que : vn € IN*on a: ~ f (Zn)SUnSn f (n)
c) Calculer la limite de la suite U.
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Exercice 2

Soit ABDC un rectangle direct de centre O tel que AC = 2AB. On désigne par I, J et
K les milieux respectifs des segments [AC] ; [AI] et [BD].
1) a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f qui envoie AenlIetBenC
puis Vvérifier que f est une symetrie glissante.

b) Déterminer I’image du triangle ABI par f. En déduire que f(I) = K.

c) Déterminer la forme réduite de f.

d) Soit H = f(0). Montrer que IJKH est un parallélogramme.
2) Soit g = f 0 Sp).

a) Déterminer g(A) et g(B).

b) Montrer que g est une rotation d’angle g . Construire son centre G.
¢) Soit R la rotation de centre A et d’angle g . Justifier que g = t;; o R.

3) Soit E I’image du point I par R et soit le point F tel que AEFI soit un carré.
a) Caractérisergo g.

b) Déterminer g o g(A) et en déduire que G est le centre du AEFI.

Exercice 3

Soit la fonction f définie sur ]0,1] par: f(x) :% E— 1 et soit (C) sa courbe

représentative.
1) a) Etudier la dérivabilitt de f a gauche en 1 et interpréter le résultat
graphiguement.

b) Montrer que f est dérivable sur ]0, 1] et pour tout x € |0,1[ ona:
-1

f/(x) = 4x2\/%_—1

c) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Montrer que f réalise une bijection de ]0,1] sur [1, +oo].

b) Montrer f admet une fonction réciproque £~ et déterminer son domaine de
definition.

c) Tracer (C) et (C") courbe représentative de f~1.
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3) Soit g la fonction définie sur [Og[ par : g(x) = f(cos*x). Soit (C,) sa courbe
représentative.
a) Montrer que pour tout x € [0 g[ ona: g(x) = %tan X.
b) Montrer que I’équation g(x) = x admet une unique solution a autre que 0 et
mT T
gue @ € [; ’E[
c) Etudier la position relative de la droite A: y = x et la courbe (C,).

4) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J

que I’on précisera.

b) Caleuler g7 () et (g7 (%),
c) Montrer que g~ est dérivable sur I et que pour tout x € Jon a

(g™'(x) =

2
4x2+1°

5) Soit la suite (U,,) définie sur N par U, = \/?get vneNona: U, =g 1(U).
V3
a) Montrer que pour toutn e Nona: —-<U, < a.
2

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

c) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

_ _ o T O k1 Lk
6) Soit la suite S,, définie sur [0 E[ par S, = Z [g (T) —g (E)]
k=0

Montrer que lim S, = g

n—-+o

Exercice 4

Soit ABCD un carré de centre O et tels que (AB ,AD) = > [2m]

Soient I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [AD] et R la rotation de
centre A et d’angle — g :
1) Caractériser chacune des isométries suivantes :

f1=Sw0p0Swa et f2=F10S8uc
2) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement g tel que g(B) = A etg(4) =D
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b) Caractériser g

c) Déterminer R o g(B) puis caractériser Ro g

d) Caractériser R"1o g
3) Soit ¢ P’antidéplacement qui envoie B sur A et A sur D.

a) Montrer que ¢ est une symétrie glissante dont on précisera les éléments
caractéristiques.

b) On pose h = R o ¢. Déterminer h(I) et h(A) puis caractériser h
4) Onposeoc=¢ log

a) Caractériser o

b) En déduire I’ensemble I' des points M du plan vérifiant g(M) = @ (M)
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