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Exercice 1  

Soit la fonction 𝒇 ∶ 𝒙 ↦  𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 (𝝅𝒙) ; ∀𝒙 ∈ [−
𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
] et soit 𝑪𝒇 sa courbe 

représentative  

dans repère orthonormé  (𝑶 , 𝒊 , 𝒋). 

1)  a) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

     b) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque que l’on note 𝒇−𝟏 et déterminer  

son domaine de définition on notera 𝑪𝒇−𝟏 sa courbe représentative. 

2)  a) Montrer que 𝒇−𝟏 est dérivable sur ]𝟎 , 𝟐[. 

     b) Etudier la dérivabilité de 𝒇−𝟏 à droite en 𝟎 (graphiquement) et étudier la  

dérivabilité de 𝒇−𝟏 à gauche en 𝟐 ( par le calcul ). 

     c) Vérifier que : ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟐[  (𝒇−𝟏)′(𝒙) =
𝟏

𝝅√𝟐𝒙−𝒙𝟐
 

3)  Soit la fonction 𝒈 définie sur  ]𝟎 , 𝟐[ par :𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝟐 − 𝒙) + 𝒇−𝟏(𝒙). 

     a) Montrer que 𝒈 est dérivable sur  ]𝟎 , 𝟐[ . 

     b) Calculer 𝒈′(𝒙) pour tout 𝒙 de  ]𝟎 , 𝟐[. 

     c) Calculer 𝒈(𝟏). En déduire que : ∀𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟐[ on a : 𝒇−𝟏(𝟐 − 𝒙) = −𝒇−𝟏(𝒙).  

𝟒)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 𝐫é𝐞𝐥𝐥𝐞 𝑼 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 𝑰𝑵∗ 𝐩𝐚𝐫 :  𝑼𝒏 =
𝟏

𝒏
∑ 𝒇−𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝒏 + 𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ ; ∀𝒌 ∈ {𝟎, 𝟏, 𝟐,… , 𝒏} on a : 

𝒇−𝟏 (𝟏 +
𝟏

𝟐𝒏
) ≤ 𝒇−𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝒏+𝒌
) ≤ 𝒇−𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝒏
). 

     b) En déduire que : ∀𝒏 ∈ 𝑰𝑵∗ on a :       
𝒏+𝟏

𝒏
 𝒇−𝟏 (

𝟐𝒏+𝟏

𝟐𝒏
) ≤ 𝑼𝒏 ≤

𝒏+𝟏

𝒏
 𝒇−𝟏 (

𝒏+𝟏

𝒏
) 

     c) Calculer la limite de la suite 𝑼. 
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Exercice 2 

Soit 𝑨𝑩𝑫𝑪 un rectangle direct de centre 𝑶 tel que 𝑨𝑪 = 𝟐𝑨𝑩. On désigne par 𝑰, 𝑱 et 

𝑲 les milieux respectifs des segments [𝑨𝑪] ; [𝑨𝑰] et [𝑩𝑫].  

1)  a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement 𝒇 qui envoie 𝑨 en 𝑰 et 𝑩 en 𝑪 

puis vérifier que 𝒇 est une symétrie glissante. 

     b) Déterminer l’image du triangle 𝑨𝑩𝑰 par 𝒇. En déduire que 𝒇(𝑰) = 𝑲. 

     c) Déterminer la forme réduite de 𝒇. 

     d) Soit 𝑯 = 𝒇(𝑶). Montrer que IJKH est un parallélogramme.  

2)  Soit 𝒈 = 𝒇 𝝄 𝑺(𝑨𝑩). 

     a) Déterminer 𝒈(𝑨) et 𝒈(𝑩). 

     b) Montrer que 𝒈 est une rotation d’angle 
𝝅

𝟐
 . Construire son centre 𝑮. 

     c) Soit R la rotation de centre 𝑨 et d’angle 
𝝅

𝟐
 . Justifier que 𝒈 = 𝒕𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗⃗ 𝝄 𝑹. 

3)  Soit 𝑬 l’image du point 𝑰 par 𝑹 et soit le point 𝑭 tel que 𝑨𝑬𝑭𝑰 soit un carré. 

     a) Caractériser 𝒈 𝝄 𝒈. 

     b) Déterminer 𝒈 𝝄 𝒈(𝑨) et en déduire que 𝑮 est le centre du 𝑨𝑬𝑭𝑰. 

 

Exercice 3 

Soit la fonction 𝒇  définie sur ]𝟎 , 𝟏]  par : 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟐
√

𝟏

𝒙
− 𝟏   et soit (𝑪)   sa courbe 

représentative. 

1)  a) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à gauche en 𝟏  et interpréter le résultat 

graphiquement. 

     b) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ]𝟎, 𝟏[ et pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎, 𝟏[ on a : 

 𝒇′(𝒙) =
−𝟏

𝟒𝒙𝟐√
𝟏

𝒙
−𝟏

  

    c) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

2)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ]𝟎 , 𝟏] sur [𝟏 , +∞[. 

     b) Montrer 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏et déterminer son domaine de 

définition. 

     c) Tracer (𝑪) et (𝑪′) courbe représentative de 𝒇−𝟏. 
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3)  Soit 𝒈 la fonction définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ par : 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙). Soit (𝑪𝒈) sa courbe 

représentative. 

     a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[ on a : 𝒈(𝒙) =

𝟏

𝟐
𝐭𝐚𝐧 𝒙. 

     b) Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝒙 admet une unique solution 𝜶 autre que 𝟎 et 

que 𝜶 ∈ [
𝝅

𝟑
 ,

𝝅

𝟐
[. 

     c) Etudier la position relative de la droite ∆∶ 𝒚 = 𝒙 et la courbe (𝑪𝒈).  

4)  a) Montrer que 𝒈 admet une fonction réciproque 𝒈−𝟏 définie sur un intervalle 𝑱 

que l’on précisera. 

     b) Calculer 𝒈−𝟏 (
√𝟑

𝟐
)  et  (𝒈−𝟏)′ (

√𝟑

𝟐
). 

     c) Montrer que 𝒈−𝟏 est dérivable sur 𝑰 et que pour tout 𝒙 ∈ 𝑱 on a  

 (𝒈−𝟏)′(𝒙) =
𝟐

𝟒𝒙𝟐+𝟏
. 

5)  Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ par 𝑼𝟎 =
√𝟑

𝟐
 et ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏+𝟏 = 𝒈−𝟏(𝑼𝒏). 

     a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : 
√𝟑

𝟐
≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝜶. 

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante. 

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite.    

𝟔)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 𝑺𝒏 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[  𝐩𝐚𝐫  𝑺𝒏 = ∑ [𝒈−𝟏 (

𝒌 + 𝟏

𝟐
) − 𝒈−𝟏 (

𝒌

𝟐
)]

𝒏

𝒌=𝟎

  

Montrer que 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑺𝒏 =
𝝅

𝟐
 

 

Exercice 4 

Soit 𝑨𝑩𝑪𝑫 un carré de centre 𝑶 et tels que (𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ≡
𝝅

𝟐
[𝟐𝝅]  

Soient 𝑰 et 𝑱 les milieux respectifs des segments [𝑨𝑩] et [𝑨𝑫] et 𝑹 la rotation de 

centre 𝑨 et d’angle −
𝝅

𝟐
 . 

1)  Caractériser chacune des isométries suivantes : 

𝒇𝟏 = 𝑺(𝑶𝑱) 𝝄 𝑺(𝑶𝑨) et  𝒇𝟐 = 𝒇𝟏 𝝄 𝑺(𝑨𝑪) 

2)  a) Montrer qu’il existe un unique déplacement 𝒈 tel que 𝒈(𝑩) = 𝑨  et 𝒈(𝑨) = 𝑫   
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     b) Caractériser 𝒈 

     c) Déterminer 𝑹 𝝄 𝒈(𝑩) puis caractériser 𝑹 𝝄 𝒈 

      d) Caractériser 𝑹−𝟏 𝝄 𝒈 

3)  Soit 𝝋 l’antidéplacement qui envoie 𝑩 sur 𝑨 et 𝑨 sur 𝑫. 

     a) Montrer que 𝝋 est une symétrie glissante dont on précisera les éléments 

caractéristiques. 

     b) On pose 𝒉 = 𝑹 𝝄 𝝋. Déterminer 𝒉(𝑰) et 𝒉(𝑨) puis caractériser 𝒉  

4)  On pose 𝛔 = 𝝋−𝟏 𝝄 𝒈 

     a) Caractériser 𝛔  

     b) En déduire l’ensemble 𝜞 des points 𝑴 du plan vérifiant 𝒈(𝑴) = 𝝋(𝑴) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  


