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Exercice 1  

Soit 𝑨𝑩𝑪 un triangle isocèle et rectangle tel que (𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ̂
) ≡

𝝅

𝟐
[𝟐𝝅] et soit O le milieu 

de [𝑨𝑪]. 

On désigne par 𝑰 le milieu de [𝑶𝑩] et par 𝑫 le symétrique de 𝑶 par rapport à (𝑩𝑪).  

1)  a) Montrer qu’il existe un unique déplacement 𝒇 tel que 𝒇(𝑨)  =  𝑪 et  𝒇(𝑶)  = 𝑫.  

     b) Montrer que 𝒇 est une rotation de centre 𝑩 et d’angle −
𝝅

𝟐
  

     c) Soit 𝑬 =  𝒇(𝑰) .Montrer que 𝑬 est le milieu de [𝑩𝑫]. 

2)  On pose 𝒈 =  𝑺(𝑩𝑶) 𝝄 𝑺(𝑨𝑩) 𝝄 𝒇−𝟏. 

     a) Montrer que 𝒈 est un déplacement.  

     b) Déterminer 𝒈(𝑩) et 𝒈(𝑪) et en déduire que  𝒇−𝟏 = 𝑺(𝑨𝑩) 𝝄 𝑺(𝑩𝑶). 

3)  On pose  𝒉 = 𝑺(𝑶𝑫) 𝝄 𝒇−𝟏. On désigne par ∆ la médiatrice du segment [𝑩𝑫].  

     a) Déterminer 𝒉(𝑩) et 𝒉(𝑫).  

     b) Montrer que  𝒉 = 𝑺∆𝝄 𝒕𝑩𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

4)  Déterminer l’ensemble des ponts 𝑴 du plans tel que : 𝒇(𝑴)  =  𝒉−𝟏(𝑴). 

Exercice 2  

Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ par 𝒇(𝒙) = 𝟏 +
𝒙

𝟏+√𝒙𝟐+𝟏
  et soit (𝑪𝒇) sa représentation 

graphique dans un repère orthonormé (𝑶 , 𝒊  , 𝒋 ). 

1)  a) Calculer 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) et 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

     b) Montrer que 𝒇 est dérivable sur ℝ et que pour tout 𝒙 ∈ ℝ on a : 

𝒇′(𝒙) =
𝟏

√𝒙𝟐 + 𝟏(𝟏 + √𝒙𝟐 + 𝟏)
 

     c) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

2)  a) Montrer que le point 𝑰(𝟎 , 𝟏) est un centre de symétrie de (𝑪𝒇). 

     Kooli Mohamed  Hechmi     Niveau : 4ème Mathématiques 

Date 2023 /2024 Durée : 3 heures 

Devoir de  synthèse n°1 en mathématiques (type 1) 



Kooli Mohamed Hechmi     58 300 174          http://mathematiques.kooli.me/ 2 

 

     b) Donner une équation de la tangente 𝑻 à (𝑪𝒇) au point 𝑰. 

     c) Tracer (𝑪𝒇) et la droite ∆ ∶ 𝒚 = 𝒙 dans le repère (𝑶 , 𝒊  , 𝒋 ). 

3)  a) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ℝ sur ]𝟎 , 𝟐[. 

     b) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟐[ on a : 𝒇−𝟏(𝒙) =
𝟐(𝒙−𝟏)

𝟏−(𝒙−𝟏)𝟐
 

     c) Tracer la courbe (𝑪𝒇−𝟏) de la fonction 𝒇−𝟏 dans le même repère (𝑶 , 𝒊  , 𝒋 ).)   

4)  Soit 𝒈 la fonction définie sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] par : {

𝒈(𝒙) = 𝒇(𝐭𝐚𝐧 𝒙)   𝐬𝐢  𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
[

𝒈 (
𝝅

𝟐
) = 𝟐                                       

 

     a) Montrer que 𝒈 est continue sur [𝟎 ,
𝝅

𝟐
]  

     b) Montrer pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] on a : 𝒈(𝒙) = 𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 (

𝒙

𝟐
) 

     c) Montrer que 𝒈 réalise une bijection de [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] sur [𝟏 , 𝟐]. 

     d) Soit 𝒈−𝟏 la fonction réciproque de 𝒈, montrer que 𝒈−𝟏 est dérivable sur [𝟏 , 𝟐] 

et que (𝒈−𝟏)′(𝒙) =
𝟐

𝟏+(𝒙−𝟏)𝟐
  

     e) Montrer pour tout 𝒙 ∈ [𝟏 , 𝟐] on a : 𝒈−𝟏(𝒙) + 𝒈−𝟏 (
𝟐

𝒙
) =

𝝅

𝟐
 

𝟓)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝒏 ∈ ℕ∗, 𝐨𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞  𝑼𝒏 = ∑ 𝒈−𝟏 (𝟏 +
𝟏

𝒏 + 𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

  𝐞𝐭  𝑽𝒏 =
𝑼𝒏

𝒏 + 𝟏
 

     a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗, 𝒈−𝟏 (𝟏 +
𝟏

𝟐𝒏
) ≤ 𝒈−𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝒏+𝒌
) ≤ 𝒈−𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝒏
) 

     b) En déduire 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑽𝒏  

     𝒄) 𝐒𝐨𝐢𝐭  𝑾𝒏 =
𝟏

𝒏 + 𝟏
∑ 𝒈−𝟏 (

𝟐(𝒏 + 𝒌)

𝟏 + 𝒏 + 𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

   𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞𝐫  𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑾𝒏  

Exercice 3  

1)  Résoudre dans ℂ , l’équation (𝑬): 𝒊𝒛𝟐 + (𝟏 − 𝒊)𝒆𝒊𝜽𝒛 − 𝟐𝒆𝟐𝒊𝜽, où 𝜽 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
]. 

2)  Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (𝑶 , 𝒖⃗⃗  , 𝒗⃗⃗ ). On désigne par 𝑨  

et 𝑩 les points d’affixes respectives 𝒆𝒊𝜽 et 𝒊𝒆𝒊𝜽, Soit 𝑰 le milieu du segment [𝑨𝑩] . 

     a) Montrer que le triangle 𝑶𝑨𝑩 est isocèle et rectangle en 𝑶. 

     b) Déterminer le module et un argument de l’affixe de  . 
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3)  Soit 𝒇 l’application du plan dans lui-même qui à chaque point 𝑴 d’affixe 𝒛 ≠ 𝒆𝒊𝜽  

on associe le point 𝑴′ d’affixe 𝒛′ =
𝒆𝒊𝜽+𝒊𝒛

𝒆𝒊𝜽−𝒊𝒛
 

     a) Montrer que pour tout 𝒛 ≠ 𝒆𝒊𝜽, on a :  

𝑶𝑴′ =
𝑴𝑩

𝑴𝑨
  et que (𝒖⃗⃗  , 𝑶𝑴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗̂

) ≡ (𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ,𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗̂
) −

𝝅

𝟐
 [𝟐𝝅] 

     b) En déduire une construction de 𝑴′ lorsque 𝑴 est le barycentre des points  

pondérés (𝑨, 𝟐) et (𝑩, 𝟏). 

Exercice 4  

Pour tout entier 𝒏 supérieur ou égal à 𝟐, on pose 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟐𝒏𝒙 + 𝟏 

1)  Montrer que la fonction 𝒇𝒏 est strictement décroissante sur [𝟎 , 𝟏] 

2)  Prouver que l’équation 𝒇𝒏(𝒙) = 𝟎 admet une unique solution 𝒂𝒏 dans [𝟎 , 𝟏] 

3)  a) Vérifier que, pour tout entier ≥ 𝟐 , 𝒇𝒏+𝟏(𝒂𝒏) = −𝟐𝒂𝒏 

     b) Montrer alors que la suite (𝒂𝒏) ainsi définie est décroissante.  

     c) En déduire que la suite (𝒂𝒏) est convergente.  

4)  a) Montrer que, pour tout entier 𝒏 supérieur ou égal à 𝟐, 𝒂𝒏 ≤
𝟏

𝒏
 

     b) En déduire la limite de la suite (𝒂𝒏) 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

 

 


