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Devoir de synthese n°1 en mathématiques (type 1)

Exercice 1

Soit ABC un triangle isocéle et rectangle tel que (B_C),ﬁ) =

N

[27r] et soit O le milieu
de [AC].
On désigne par I le milieu de [OB] et par D le symétrique de O par rapport a (BC).
1) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que f(4) = Cet f(0) = D.
b) Montrer que f est une rotation de centre B et d’angle —g
c) Soit E = f(I) .Montrer que E est le milieu de [BD].
2) Onpose g = Spoy0Supyoft.
a) Montrer que g est un déplacement.
b) Déterminer g(B) et g(C) et en déduire que f~1= SaB) 0 S(B0)-
3) Onpose h=Sp)0 f~1. On désigne par A la médiatrice du segment [BD].
a) Determiner h(B) et h(D).
b) Montrer que h = Syo tz5
4) Déterminer I’ensemble des ponts M du plans tel que : f(M) = h~1(M).
Exercice 2

X

1+vVx2+1

graphique dans un repere orthonormé (0,7,j).

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 1 + et soit (Cy) sa représentation
1) a) Calculer lim f(x) et lirIz f(x)
X—>—0o0 X—+00

b) Montrer que f est dérivable sur R et que pour toutx € Rona:
1
VaZ +1(1 + Va2 + 1)

c) Dresser le tableau de variation de f.

flx) =

2) a) Montrer que le point I(0, 1) est un centre de symétrie de (Cf).
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b) Donner une équation de la tangente T & (C;) au point 1.
c) Tracer (Cy) et ladroite A : y = x dans le repére (0,1,7).

3) a) Montrer que f réalise une bijection de R sur |0, 2[.
2(x-1)
1-(x—-1)2

b) Montrer que pour tout x € ]10,2[ona: f1(x) =
c) Tracer la courbe (Cf—l) de la fonction £~ dans le méme repére (0,7,)).)

g(x) = f(tanx) si x € [O%[

9(3)=2

4) Soit g la fonction définie sur [0,%| par :

a) Montrer que g est continue sur [O g]
b) Montrer pour tout x € [O g] ona:g(x) =1+ tan (g)

c) Montrer que g réalise une bijection de [O g] sur [1,2].

d) Soit g~ la fonction réciproque de g, montrer que g1 est dérivable sur [1, 2]

2
1+(x—1)2

etque (g71)'(x) =

e) Montrer pour tout x € [1,2]ona: g '(x) + g~* G) =

N1

5) Soitn € N*,on pose U, = Z gt (1 +

k
a) Montrer que pour toutn € N*, g~1 (1 + i) <g! (1 + L) <g?! (1 + 1)

b) En déduire limV,

n->+wo

_ - 2(n+ k) ,
c) Soit W,, = Z 1T n Kk Calculer Jﬂ;wn

Exercice 3

1) Résoudre dans C, ’équation (E):iz? + (1 — i)e'z — 2e%? ou 0 € [0 %]

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0 ,u,v). On désigne par 4
et B les points d’affixes respectives e et ie??, Soit I le milieu du segment [AB] .

a) Montrer que le triangle OAB est isocéle et rectangle en 0.

b) Déterminer le module et un argument de I’affixe de .
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3) Soit f I’application du plan dans lui-méme qui & chaque point M d’affixe z + e®°

ef+iz

on associe le point M’ d’affixe z' =

elf—jz

a) Montrer que pour tout z # e® ona:

I — @ Y ) = — E
oM’ =272 etque (i,0M') = (MA,MB) -~ [2n]

b) En déduire une construction de M’ lorsque M est le barycentre des points
pondéres (4,2) et (B,1).

Exercice 4

Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on pose f,(x) = x3 — 2nx + 1
1) Montrer que la fonction f,, est strictement décroissante sur [0, 1]
2) Prouver que I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution a,, dans [0, 1]
3) a) Vérifier que, pour tout entier > 2, f,.1(a,) = —2a,
b) Montrer alors que la suite (a,,) ainsi definie est décroissante.

¢) En déduire que la suite (a,,) est convergente.

4) a) Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, a,, < %

b) En déduire la limite de la suite (a,)
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