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Exercice 1 : (6 pts)
La figure ci-dessous désigne la courbe C d’une fonction f définie sur R \ {−1} et continue sur chacun
des intervalles ] − ∞, −1[ et ] − 1,+∞[.

• Les droites d’équations respectives x = −1, y = −1 et y = x − 2 sont des asymptotes à
la courbe C .

• On donne f(−2) = −2.
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1 Par une lecture graphique :

a Déterminer lim
x→+∞

1
f(x) − x

et lim
x→+∞

1
f(x) − x + 2

.

b Déterminer lim
x→+∞

cos(f(x)) − f(x), lim
x→0

sin(f(x))
f(x)

et lim
x→+∞

x + f(x)

1 + xf(x)
.

c Soit k un entier naturel non nul. Déterminer, en justifiant, l’image de l’intervalle ]− ∞, −1[
par φk = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

k fois

.

2 a Montrer que pour tout entier naturel n, l’équation f(x) = n admet dans ]− 1, 0] une unique
solution an.
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b Étudier la monotonie de la suite (an)n∈N. En déduire que la suite (an)n∈N est convergente.

3 Soit g la fonction définie sur R par : g(x) =


f ◦ f(x) si x < −1
2 cos(πx)

|x| + 1
si x > −1 . On désigne par Γ la courbe

représentative de g dans un repère orthonormé.

a Étudier la continuité de g en −1.

b Vérifier que : ∀x ∈] − 1,+∞[, − 2
|x| + 1

6 g(x) 6 2
|x| + 1

.

Calculer alors lim
x→+∞

g(x). Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

4 a Sachant que pour tout x ∈] − ∞, −1[, f(x) =
ax

x + b
, où a et b sont deux réels.

Vérifier que : a = −1 et b = 1.
b Déterminer alors l’expression de g(x), pour tout x ∈] − ∞, −1[.

5 Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z ∈ C tels que : Re(z) < −1
et z2 + (z − z) + i (z + z) ∈ R.

Exercice 2 : (7 pts)

1 Soit (Un) la suite définie sur N par U0 = 3 et pour tout n ∈ N, Un+1 =
U2

n − 2Un + 4
Un

.

a Montrer que pour tout n ∈ N, Un > 2.

b Montrer que la suite (Un) est décroissante.
c En déduire que la suite (Un) est convergente et déteminer sa limite.

2 a Montrer que pour tout n ∈ N, Un+1 − 2 6 1
3
(Un − 2).

b En déduire que pour tout n ∈ N, Un − 2 6
(1

3

)n

. Retrouver alors lim
n→+∞

Un.

3 a Montrer que pour tout entier n > 2, 3n > n2.

b Pour tout n ∈ N∗, on pose Vn =
1

n(Un − 2)
.

Montrer que pour tout entier n > 2, Vn > n. En déduire lim
n→+∞

Vn.

4 Pour tout n ∈ N∗, on pose Sn =
√

2 + 1
n

n∑
k=1

(−1)k(Uk − 2).

a Vérifier que pour tout n ∈ N∗,
∣∣∣Sn −

√
2
∣∣∣ 6 1

2n

(
1 −

(1
3

)n
)

.

b Montrer que la suite (Sn) est convergente et déterminer sa limite.
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Exercice 3 : (7 pts)
I- Pour tout nombre complexe m, on considère dans l’ensemble des nombres complexes C l’équation :

(Em) : z2 − (2m − 1)z + 2m2 − (1 + i)m = 0

1 Calculer le discriminant ∆ de (Em) et vérifier que : ∆ = (2im + 1)2.

2 Résoudre dans C l’équation (Em).

II- Le plan est muni d’un repère orthonormé direct (O, u⃗, v⃗).
Pour tout nombre complexe m, on donne les points A, B, M , M1 et M2 d’affixes respectives :

zA =
−1 + i

2
, zB =

1 + i

2
, zM = m, z1 = (1 − i)m − 1 et z2 = (1 + i)m.

1 a Montrer que si m ̸= 1
2

i alors z2 − zA

z1 − zA
= i.

b En déduire que si m ̸= 1
2

i alors le triangle AM1M2 est rectangle isocèle et de sens direct.

2 a Soit C le cercle de centre O et de rayon 2
√

2 et Γ le cercle de centre B et de rayon 2.
Montrer que : M1 appartient à C , si et seulement si, M appartient à Γ.

b Soit m ̸= 1 + i

2
. Vérifier que z1 = (1 − i)(m − zB) et en déduire que ( ̂−−→

BM ,
−−−→
OM1) ≡ −π

4
[2π].

c Dans la page annexe, on a placé un point M du cercle Γ. Construire les points M1 et M2.

3 On pose m =
1
2

eiθ, où θ est un réel de l’intervalle
]
−3π

2 , π
2

[
.

a Vérifier que : eiθ − i = 2i sin
(

θ

2
− π

4

)
ei( θ

2+
π
4 ).

b Vérifier que : z1 − zA =
(1 − i

2

) (
eiθ − i

)
. En déduire la forme exponentielle de z1 − zA.

c Déterminer la valeur de θ pour laquelle l’aire A(θ) du triangle AM1M2 soit maximale.
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Feuille à rendre avec la copie

Nom et prénom :.....................................................................................

Exercice 3 :
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