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                      NB : Le sujet comporte 3 pages. 

                               La page 3 est une annexe à rendre avec la copie. 

 

Exercice n01:(6pts)  

Soit la fonction f définie sur IR par  : f(x) = {
√𝑥2  +  1   +  𝑥    𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0

1 −
sin(𝜋𝑥)

√𝑥
           𝑠𝑖  𝑥 > 0

 

        On désigne par C  f    la courbe représentative de f dans un repère orthonormé  , ,O i j . 

1) a/ Calculer lim
    −∞

 𝑓  puis interpréter graphiquement le résultat   

b/ Montrer que  pour tout  x > 0 , on a : 1 −
1

√𝑥
  ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1 + 

1

√𝑥
   

c/ En déduire lim
    +∞

 𝑓  puis interpréter graphiquement le résultat   

  2)  a/ Montrer que  f est continue en 0. 
        b/ Montrer que  f est continue sur IR . 

  3)  Calculer    lim
𝑥→1−

 𝑓(
1

𝑥 −1
)       et          lim

𝑥→+∞

1− cos [𝑓(𝑥)−1]

[𝑓(𝑥)−1]2
     

  4)  a/ Montrer que l’équation f(x) = 0 admet au moins une solution  dans ]
1

2
 , 1[ 

        b/ En déduire que  cos(𝜋 ) =  −√1 − 𝛼 

     5)   Soit la fonction g définie sur [0,
𝜋

2
]  par  :  {

𝑔(𝑥) = 𝑓( 
1

𝑐𝑜𝑠𝑥
 )    𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0,

𝜋

2
[

𝑔 ( 
𝜋

2
) = 1                                

 

                           

           Montrer que g est continue sur [0,
𝜋

2
] 

Exercice n02:(6 pts)  

Soit  nU  la suite définie sur IN
 
par : {

   𝑈0  = 2                                         

𝑈𝑛+1 =
𝑈𝑛 

2+  1

2𝑈𝑛 
     ; ∀ n  IN

            

1) a/ Montrer que ∀ n  IN ;  𝑈𝑛 > 1 
     b/ Montrer que la suite U est décroissante 

     c/ En déduire que la suite U est convergente et déterminer sa limite . 

2) Pour tout n de IN , on pose 𝑉𝑛 =
1

𝑈𝑛 −1
 

     a/ Montrer que ∀ 𝑛 ∈ 𝐼𝑁;  𝑉𝑛 > 0 
      b/ Montrer que la suite V est croissante   
      c/ La suite V est-elle majorée ? 

 3) a/ Montrer que pour tout  n  IN , on a : 0 ≤ 𝑈𝑛+1 − 1 ≤
1

2
 (𝑈𝑛 − 1)   

      b/ En déduire par récurrence que pour tout n  IN , on a : 0 ≤ 𝑈𝑛 − 1 ≤  (
1

2
)𝑛  

      c/ Retrouver alors la limite de la suite U
 
. 

4) Pour tout  𝑛 ∈ 𝐼𝑁∗, on pose : 𝑆𝑛 = ∑ 𝑈𝑘  =  𝑈1 + 𝑈2 + ⋯………+ 𝑈𝑛 
𝑛
𝑘=1 .  

     a/ Prouver que ∀ 𝑛 ∈ 𝐼𝑁∗ , on a : 𝑛 ≤   𝑆𝑛  ≤ 𝑛  + 1 − ( 
1

2
 )𝑛   

     b/ Calculer  lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛    et    lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛

𝑛
       . 
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Exercice n03:(8 pts)  
 

      Soit 𝑎 un nombre complexe de module √5  et d’argument 𝜃 

1) Résoudre dans ℂ  l'équation  (E) :     𝑎̅ z2  − 10 z  + 10 𝑎 = 0  

2) Dans le plan complexe est muni d'un repère orthonormé direct  ( o,  𝑢⃗  ,  𝑣   )  

On considère A, 𝑀1 et 𝑀2 les points d’affixes respectives  𝑎 ,  z1 = (1 + 𝑖) 𝑎  

 et   z2 = (1 − 𝑖) 𝑎 

a/ Ecrire le nombre complexe (1 + i) sous forme exponentielle. 

b/ Ecrire, sous forme exponentielle les nombres complexes : 𝑎,  z1 et  z2 en    

     fonction de 𝜃 

Dans la suite de l’exercice on prend  𝑎 = √2 + 𝑖√3 

3) Dans l’annexe ci-jointe page 3 on a tracé le cercle Ω de centre O et de rayon √5  et K  

est le point d’affixe  𝑖√3 

a/ Montrer que A appartient au cercle Ω puis construire A. 

b/ Vérifier que A est le milieu du segment[𝑀1𝑀2]. 

c/ Montrer que OA𝑀1 est un triangle rectangle et isocèle en A. 

d/ Construire alors les points 𝑀1 et 𝑀2 dans le repère ( o,  𝑢⃗  ,  𝑣   ) 

e/Calculer l’air du triangle O𝑀1𝑀2 

f/ On désigne par  ∆= {𝑀(𝑧) 𝑡𝑒𝑙𝑠 𝑞𝑢𝑒 |𝑧 − (1 + 𝑖)𝑎| = |𝑖𝑧 − (1 + 𝑖)𝑎| } 

    Montrer que ∆= (𝑂𝐴) 

4) La droite 𝐷: 𝑥 = −1 coupe le cercle de centre O et de rayon 5 en un point H d’affixe 

zH  tel que Im(zH) > 0 

a/ Montrer que zH = 𝑎2 

b/ En déduire la valeur exacte de cos(2𝜃) et de sin(2𝜃) 
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