
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice № 1  ( 07points) 

On donne sur le graphique ci-contre la représentation graphique (
𝐠
) d’une fonction 𝐠  définie    

et continue sur 𝐈𝐑. On sait que : 

 La droite d’équation : 𝐲 = 𝟏 est une asymptote à  (𝐠) au voisinage de −∞. 

 La droite d’équation : 𝐲 = −𝐱 + 𝟏 est une asymptote à (
𝐠
) au voisinage de +∞. 

 Pour tout réel  𝐱 < 𝟏, 𝐠(𝐱) > 𝟏. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           Pour tout entier naturel 𝐧 ≥ 𝟏, Soit la fonction 𝐟𝐧 définie par : 

𝐟𝐧(𝐱) =  {
𝟐 + (𝐱 − 𝟐) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟏

𝐱  − 𝟐
)     𝐬𝐢  𝐱 > 𝟐

𝟏

𝟒
(𝐱𝟑 + 𝐧𝐱 − 𝟐𝐧)              𝐬𝐢  𝐱 ≤ 𝟐  

 

 

1. Calculer                                                   . Interpréter graphiquement le résultat. 

2. Montrer que  𝐥𝐢𝐦
𝐱→ +∞

𝐟𝐧(𝐱) . Interpréter graphiquement le résultat. 

3. Déterminer par lecture graphique les limites suivantes  
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𝐥𝐢𝐦
𝐱→ −∞

𝐟𝐧(𝐱)     𝐞𝐭   𝐥𝐢𝐦
𝐱→ −∞

𝐟𝐧(𝐱)

𝐱
        

 
 



 

 

 
 
 
 
              

   
 

4. a. Montrer que pour tout 𝐱 > 𝟐,   𝟒 − 𝐱 ≤ 𝐟𝐧(𝐱) ≤ 𝐱 .  Déduire 𝐥𝐢𝐦
𝐱→ 𝟐+

𝐟𝐧(𝐱) 

    b. Etudier la continuité de 𝐟𝐧 en 2. 

5. a. Montrer que l’équation 𝐟𝐧 (𝐱) = 𝟎 admet une unique solution 𝐜𝐧 sur [𝟏, 𝟐 [. 

    b. Vérifier que 𝐟𝐧+𝟏 (𝐜𝐧) =
𝟏

𝟒
(𝐜𝐧 − 𝟐) 

    c. Montrer alors que (𝐜𝐧) est une suite croissante. 

6. a. Montrer que pour tout 𝐧 > 𝟏,  on a 𝐜𝐧 =
   𝟐𝐧 

𝐧  +  𝐜𝐧
𝟐
 

    b. En déduire que la suite (𝐜𝐧) est convergente et calculer sa limite. 

    c. Calculer  𝐥𝐢𝐦
𝐱→ 𝐜𝐧

𝐠 𝐨 𝐟𝐧
(𝐱). 

7. a. La fonction  𝐟𝐧 est-elle éligible à l’application du théorème d’accroissement finis sur 

        l’intervalle [– 𝟏, −𝟑] ? Justifier votre réponse de manière rigoureuse en étudiant les 

        conditions nécessaires. 

    b. Montrer qu’il existe un réel 𝐜 ∈ ]𝟎, 𝟏[ tel que :  𝐟′
𝐧(𝐜) ×  𝐟𝐧(𝐜) =

(𝟏 −𝟑𝐧)(𝟏 + 𝐧)

𝟑𝟐
 

 

Exercice № 2  ( 06 points) 

Soit  la suite 𝐔  définie sur 𝐈𝐍∗ par : {
𝐔𝟏 = 𝟏                                           

𝐔𝐧+𝟏 =
𝟏

𝐧 +𝟏
𝐔𝐧 + 𝟏  , ∀𝐍 ∈ 𝐈𝐍∗ 

 

1. a. Montrer que pour tout  𝐧 ∈ 𝐈𝐍∗ , 𝟏 ≤ 𝐔𝐧 ≤ 𝟐. 

b. Montrer que pour tout    𝐧 ≥ 𝟐 ,   𝐔𝐧+𝟏 − 𝐔𝐧 =
𝟏

𝐧 +𝟏
(𝟏 − 𝐔𝐧 − 𝟏).  

    En déduire que la suite 𝐔 est convergente. 

2. Montrer que pour tout   𝐧 ∈ 𝐈𝐍∗, 𝟏 ≤ 𝐔𝐧 ≤ 𝟏 +
𝟐 

𝒏
 . Calculer la limite de la suite 𝐔. 

       𝟑. 𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐨𝐦𝐦𝐞 𝐒𝐧 = ∑ 𝐔𝐤

𝒏−𝟐

𝒌=𝟏

  𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐧 ≥ 𝟑. 

a. Montrer que pour tout  𝐧 ≥ 𝟑 ,  𝐒𝐧 ≥ 𝐧 − 𝟐 . 

b. Déterminer alors la limite de la suite ( 𝐒𝐧) . 

4.  Soit  la suite 𝐔  définie sur 𝐈𝐍∗ par : 𝐕𝐧 =
𝟏

𝐧 ! 
∑ 𝐤 !𝐧

𝐤=𝟏  

a. Calculer 𝐕𝟏, 𝐕𝟐 et 𝐕𝟑 et montrer que  𝐕𝐧 = 𝐔𝐧  ∀𝐧 ∈ 𝐈𝐍∗. 

b. En déduire la limite de la somme 𝛔𝐧 = 𝟏 +
𝟏

𝐧
  +

𝟏

𝐧(𝐧  −  𝟏)
+ +

𝟏

𝐧(𝐧  −  𝟏)(𝐧  −  𝟐)
+ ⋯+

𝟏

𝐧!
 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→ −∞

𝐠 𝐨 𝐟𝐧
(𝐱)            ;               𝐥𝐢𝐦

𝐱→ −∞
[𝐠(− 𝐟𝐧(𝐱))− 𝐟𝐧(𝐱)]          ;            𝐥𝐢𝐦

𝐱→ +∞

𝐠(𝟑 − 𝐟𝐧(𝐱))

𝐱
     

  𝐥𝐢𝐦
𝐱→ −∞

𝐠(𝐠(𝐱) −𝟏) − 𝟐
𝐠(𝐱) −𝟏

     𝐞𝐭  𝐥𝐢𝐦
𝐩 → +∞

  (𝐩 + 𝟏) 𝐟𝐧  (
(−𝟏)𝐩

𝐩 + 𝟏
+ 𝟐)       

 
 



 

 

Exercice № 3  ( 07points) 

Le plan complexe 𝐏 est rapporté à un repère orthonormé direct (𝐎, 𝐮⃗⃗  , 𝐯⃗ ). Soit 𝐚 un paramètre 

complexe. 

On considère l’application 𝐟 du plan dans lui-même qui à tout point 𝐌(𝐳) distinct de 𝐎 on associe 

le point 𝐌′(𝐳′) tel que 𝐳′ =
𝐳 𝐳  −  𝐳𝟐

𝟐  𝐳
 

1. a. Montrer que, pour tout 𝐳 ∈ ℂ∗, 𝐳′ = −𝐢𝐳𝟐 𝐈𝐦(𝐳)

|𝐳|𝟐
   

    b. En déduire que la droite (𝐎, 𝐯⃗ ) est globalement invariant par 𝐟. 

    c. Soit 𝐌(𝐳) (𝐎, 𝐯⃗ )\ {𝐎} d’image 𝐌′ par 𝐟.  

        Soit 𝐌′′(𝐳′′) un point du plan tel que 𝐒((𝐎,𝐮⃗⃗ ))𝐨 𝐟(𝐌) = 𝐌′′ . 

        Montrer que 𝐳′′ est imaginaire pur. 

2. Déterminer l’ensemble des points invariants par 𝐟. 

3. Déterminer l’ensemble des antécédents du point 𝐎  par 𝐟. 

4. Soit un point 𝐌 du plan tel que 𝐌 ∉ (𝐎, 𝐮⃗⃗ ) ∪ (𝐎, 𝐯⃗ ),  et 𝐇 son projeté orthogonal sur l’axe     

     (𝐎, 𝐯⃗ ). On note 𝐂𝐇 le cercle de centre 𝐎 et passant par 𝐇. 

    a. Montrer que 𝐌′ ∈ 𝐂𝐇 . 

    b. Vérifier que  
𝐳′  −  𝐳

𝐳′
  est un imaginaire pur. 

    c. En déduire que la droite (𝐌𝐌′) est tangente  à 𝐂𝐇 en 𝐌′. 

    d. Expliquer alors la construction du point 𝐌′ à partir du point 𝐌. 

4. On considère un point 𝐌′(𝐳′ = 𝐞𝐢𝛂), où 𝛂 est un réel de l’intervalle ]−
𝛑

𝟐
,
𝛑

𝟐
[ 

    a. Construire les antécédents 𝐌𝟏 et 𝐌𝟐 du point 𝐌′(𝐳′ = 𝐞𝐢𝛂). 

    b. Soit la droite ∆𝛂 perpendiculaire à (𝐎𝐌′) en 𝐌′. 

         Montrer qu’une équation réduite de la droite ∆𝛂 est :  𝐲 =
−𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝛂
 𝐱 +

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝛂
 . 

    c. Montrer que les affixes des antécédents du point 𝐌′(𝐳′ = 𝐞𝐢𝛂) sont  

          
𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝛂

𝐜𝐨𝐬𝛂
  + 𝐢   𝐞𝐭 

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝛂

𝐜𝐨𝐬𝛂
  − 𝐢    

    5. Résoudre dans ℂ l’équation (𝐄) ∶  (𝐳 𝐳  −   𝐳𝟐)𝟑 = 𝟖(𝐳)𝟑 

 


