
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice № 1  ( 07points) 

On donne sur le graphique ( voir annexe ) la représentation graphique (
𝐟
) d’une fonction 𝐟  définie et 

continue sur 𝐈𝐑. On sait que : 

 La droite d’équation : 𝐲 = 𝟐𝐱 +
𝟏

𝟐
 est une asymptote à (

𝐟
) au voisinage de +∞. 

 La droite d’équation : 𝐲 =
𝟏

𝟐
 est une asymptote à (

𝐟
)au voisinage de −∞. 

 (
𝐟
) admet une demi tangente verticale au point d’abscisse 0. 

 (
𝐟
) coupe la droite d’équation 𝐲 = 𝟏 en un seul point d’abscisse 

𝟏

𝟑
 

 

1. Déterminer :  

 

 

 

 

2. On donne le tableau de variation  d’une fonction 𝐠 ( voir annexe ) définie et continue en tout 

    réel distinct de 1. On sait que la représentation graphique (
𝐠
) de la fonction 𝐠  admet au  voisinage                     

    de +∞ une  branche parabolique de direction celle de la droite  (𝐎, 𝐢).  

     

    On pose = 𝐠 𝐨 𝐟 . 

    a. Déterminer l’ensemble de définition de h. 

    b. Déterminer la nature de la branche infinie de la courbe de h au voisinage de +∞. 

    c. Montrer que 𝐡 est continue et strictement décroissante sur ]
𝟏

𝟑
, +∞  [. 

3. On considère, pour 𝐧 ∈  𝐈𝐍, l’équation : (𝐄𝐧) ∶  𝐡(𝐱) = 𝐧 dans l’intervalle ]
𝟏

𝟑
, +∞  [. 

    a. Montrer que pour tout entier naturel 𝐧, l’équation (𝐄𝐧) admet une solution unique 𝐚𝐧. 

    b. Déterminer 𝐚𝟎. 

    c. Montrer que la suite (𝐚𝐧) est convergente et calculer sa limite. 
 

Exercice № 2  ( 07points) 
 

 

On désigne par (𝐚𝐧) la suite définie par : 𝐚𝟎 = 𝐚 ∈ ]𝟎,
𝟏

𝟐
[ et pour tout entier 𝐧 ∈ 𝐈𝐍, 𝐚𝐧+𝟏 = 𝐚𝐧 − 𝐚𝐧

𝟐. 

1. a. Montrer que pour tout 𝐧 ∈ 𝐈𝐍,  𝟎 < 𝐚𝐧 < 𝟏. 

     b. Montrer que la suite (𝐚𝐧) est monotone. En déduire que (𝐚𝐧) est convergente et préciser sa limite. 

2. Montrer que pour tout 𝐧 ∈ 𝐈𝐍,  𝐚𝐧 <
𝟏

𝐧+𝟐
. Retrouver  

3. Montrer que pour tout 𝐧 ∈ 𝐈𝐍,   . 
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𝐥𝐢𝐦
𝐧→ +∞

𝐚𝐧 

∑ 𝐚𝐤
𝟐

𝐧

𝐤=𝟎

= 𝐚 − 𝐚𝐧+𝟏 

𝐥𝐢𝐦
   𝐱→ (

𝛑

𝟐
)

−
(  𝐟(𝐭𝐚𝐧 𝐱) − 𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝐱  )      ;       𝐥𝐢𝐦

𝐱→ +∞

𝐟𝐨𝐟𝐨𝐟(𝐱)

𝐟𝐨𝐟(𝐱)
 

  𝐥𝐢𝐦
𝐱→ −∞

(
𝟏

𝟐𝐟(𝐱) − 𝟏
) . 𝐬𝐢𝐧 (

𝛑(𝟐𝐟(𝐱) − 𝟏)

𝟐
)       ; 𝐥𝐢𝐦

𝐱→ 𝟎+

𝐟𝐨𝐟(𝐱)

𝐟(𝐱)
   

 
 



 

 

4. Soit (𝐛𝐧)  la suite défini sur 𝐈𝐍 par :  𝐛𝟎 = √𝟐 et pour tout entier 𝐧 ∈ 𝐈𝐍, 𝐛𝐧+𝟏 =
 𝐛𝐧

√𝟏+  (𝐚𝐧𝐛𝐧)𝟐
   

a. Montrer que pour tout 𝐧 ∈ 𝐈𝐍, 𝐛𝐧 > 𝟎. 

b. Montrer que pour tout 𝐧 ∈ 𝐈𝐍, on a : 
𝟏

𝐛𝟐
𝐧+𝟏

=
𝟏

𝐛𝟐
𝐧

+ 𝐚𝐧
𝟐, puis que pour tout 𝐧 ∈ 𝐈𝐍,  

c. Exprimer  𝐛𝐧 en fonction de 𝐚𝐧 et déterminer   

5. Soit (𝐔𝐧)  la suite défini sur 𝐈𝐍 par 𝐔𝐧 = 𝐧𝐚𝐧 

    a. Montrer que pour tout 𝐧 ∈ 𝐈𝐍, 𝐔𝐧+𝟏 − 𝐔𝐧 = (𝐧 + 𝟏) (
𝟏

𝐧+𝟏
− 𝐚𝐧) 𝐚𝐧. 

    a. En déduire que la suite (𝐔𝐧) est strictement croissante. 

    b. Montrer que la suite (𝐔𝐧) est convergente vers un réel 𝐋 ∈ [𝟎, 𝟏]. 

6. Soit 𝛂𝐧 =
𝟏

𝟏 − 𝐚𝐧
   et   

    a. Montrer que la suite (𝛂𝐧) est strictement décroissante. 

    b. Vérifier que, pour tout n ∈ 𝐈𝐍, 𝛂𝐧 =
𝟏

𝐚𝐧+𝟏
−

𝟏

𝐚𝐧
 

    c. En déduire que 𝛃𝐧 =
𝐧+𝟏

𝐧𝐔𝐧+𝟏
−

𝟏

𝐧.𝐚
 

    d. En déduire que la suite (𝛃𝐧) converge vers le réel 
𝟏

𝐋
 

Exercice № 3  ( 06 points) 
 

Dans le plan complexe 𝐏 muni d’ un repère orthonormé direct (𝐎, 𝐮⃗⃗⃗ , 𝐯⃗⃗) , on donne les points A et B 

d’affixes respectives   𝐢 𝐞𝐭 − 𝐢 , et le cercle trigonométrique    de centre 𝐎.  

Soit  𝐅 l’application qui à tout point 𝐌(𝐳) 𝐝𝐞 𝐏/ {𝐎} associe le point 𝐌′(𝐳′) 𝐝𝐞 𝐏 tel que  𝐳′ = 𝐅(𝐳) =
𝐳𝟐+ 𝟏

𝐳
 

Soit le point  𝐌′′ d’affixe 𝐳′′ tel que 𝐌′′ = 𝐒(𝐎,𝐮⃗⃗⃗)(𝐌). 

1. a. Déterminer 𝐅(𝐀) et 𝐅(𝐁). 

    b. 𝐅 admet-elle des points invariants ?  

    c. Montrer que la droite (𝐀𝐁) est globalement invariante par 𝐅. ( si  𝐌 ∈ (𝐀𝐁) alors 𝐌′ ∈ (𝐀𝐁)) 

2. a. Exprimer 𝐳′ en fonction  de 𝐜𝐨𝐬 𝛉 si 𝐳 = 𝐞𝐢𝛉 où 𝛉 ∈ 𝐈𝐑. 

    b. Résoudre dans ℂ  l’équation (𝐄) : 𝐅(𝐳) = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝛉  où 𝛉 ∈ 𝐈𝐑 ; mettre chacune des solutions de  (𝐄)  

        sous la forme exponentielle.  

   c. En déduire que si M décrit le cercle    alors 𝐌′ décrit un segment qu’on précisera. 

3. a. Vérifier que pour tout nombre complexe 𝐳 non nul , 𝐳′ − 𝐳 =
𝟏

𝐳
 

    b. En déduire que 𝐌𝐌′ =
𝟏

𝐎𝐌
 et que 𝐌𝐌′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝐞𝐭 𝐎𝐌′′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ sont deux vecteurs colinéaires de même sens.  

    c. En déduire que si 𝐌 ∈     alors OMM'M" est un losange. 

4. a. Montrer que pour tout point M distinct de A et B on a : {

𝐎𝐌′

𝐁𝐌
=

𝐀𝐌

𝐎𝐌
                                    

(𝐁⃗⃗⃗𝐌, 𝐎𝐌′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ ) ≡ (𝐎𝐌⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐀𝐌⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ ) [𝟐𝛑]
  

    b. Construire en justifiant le point M' dans le cas où 𝐌 ∈ ∆ avec ∆ est la médiatrice de [𝐎𝐀] 

𝐥𝐢𝐦
𝐧→ +∞

𝐛𝐧 

𝟏

𝐛𝟐
𝐧

=
𝟏

𝟐
+ ∑ 𝐚𝐤

𝟐

𝐧−𝟏

𝐤=𝟎

 

𝛃𝐧 =
𝟏

𝐧
∑ 𝛂𝐤

𝐧

𝐤=𝟎

 



 

 

 

 

 

. 
 

La représentation graphique de la fonction 𝐟 

 

 

 

 

      
Le tableau de variation  de la fonction 𝐠 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

𝐠′(𝐱) 
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