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Exercice 1 

Soit la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ∗ par : 𝑼𝒏 =
𝒏

𝟐𝒏−𝟏
 

1)  a) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est décroissante et minorée.  

     b) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente.  

2)  Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗, 𝑼𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟐
𝑼𝒏 +

𝟏

𝟐𝒏 . 

3)  En déduire 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑼𝒏 

𝟒)  𝐎𝐧 𝐝𝐨𝐧𝐧𝐞  𝑽𝒏 = ∑ 𝑼𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

 

Montrer que :  𝑽𝒏 = −𝑼𝒏 + 𝟒 (𝟏 −
𝟏

𝟐𝒏
). En déduire 𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞
𝑽𝒏 .  

5)  Soit la suite (𝑾𝒏) définie sur ℕ∗ par :  𝑾𝒏 = 𝒏(𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝒏−𝟏 avec  𝒙 ∈ ]𝟎 ,
𝝅

𝟔
[ . 

     a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗,  𝟎 < 𝑾𝒏 < 𝑼𝒏 . En déduire 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑾𝒏 . 

     b) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗,  𝑾𝒏+𝟏 = (𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝑾𝒏 + (𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝒏 

𝟔)  𝐎𝐧 𝐝𝐨𝐧𝐧𝐞  𝑺𝒏 = ∑ 𝑾𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

 

    a) Montrer que :  𝑺𝒏(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙) = −(𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝑾𝒏 +
𝟏−(𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝒏

𝟏−𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

    b) En déduire 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑺𝒏 . 

 

Exercice 2 

Soit la fonction 𝒇 définie par : {
𝒇(𝒙) =

𝒙+𝟏−𝐜𝐨𝐬(𝝅𝒙)

𝒙
            𝐬𝐢 𝒙 < 𝟎  

𝒇(𝒙) = √𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 − 𝒙   𝐬𝐢  𝒙 ≥ 𝟎
   

On désigne par 𝑪𝒇 la représentation graphique de 𝒇 dans un repère orthonormé  (𝑶 , 𝒊 , 𝒋) 

1)  Calculer 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) et interpréter le résultat graphiquement.  

2)  Montrer que : pour tout 𝒙 ∈ ]−∞ , 𝟎[ on a : 
𝒙+𝟐

𝒙
≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟏 et en déduire 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−∞
𝒇(𝒙) 

3)  Montrer que 𝒇 est continue sur ℝ.  

4)  a) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙)  =  𝟎 admet au mois une solution 𝜶 dans ]−
𝟏

𝟐
 , 𝟎[ 

     b) En déduire que 𝐬𝐢𝐧(𝝅𝜶) = −√−𝜶𝟐 − 𝜶 
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Exercice 3 

On considère l’application 𝒇 du plan dans lui-même qui à tout 𝑴 d’affixe 𝒛 associe le point 𝑴′ d’affixe 

𝒛′ =
𝒆−𝒊𝟐𝜽

𝒆−𝒊𝜽−𝒛
  où 𝜽 est un réel et 𝒛 ≠ 𝒆−𝒊𝜽 

1)  Montrer que l’affixe du point 𝑨′ image par 𝒇 du point 𝑨 d’affixe 𝒆𝒊𝜽 est 𝒛𝑨′ =
𝟏

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝜽
𝒆

𝒊(
𝝅

𝟐
−𝟐𝜽)

  

pour 𝜽 ≠ 𝒌𝝅 ; 𝒌 ∈ ℤ 

2)  a) Développer l’expression suivante :  [𝒛 −
𝒆−𝒊𝜽(𝟏−𝒊√𝟑)

𝟐
] [𝒛 −

𝒆−𝒊𝜽(𝟏+𝒊√𝟑)

𝟐
]. 

     b) Déterminer les affixes des points invariants par 𝒇. 

3)  On désigne par 𝑴 et 𝑵 les points d’affixes respectives 𝒛𝑴 = 𝒆
−𝒊(𝜽+

𝝅

𝟑
)
  et  𝒛𝑵 = 𝒆

−𝒊(𝜽−
𝝅

𝟑
)
. 

      a) Vérifier que 𝒛𝑴 = 𝒛𝑵𝒆𝟐𝒊𝜽 

      b) Déterminer 𝜽 pour que 𝑴 et 𝑵 soient symétriques par rapport à (𝑶 , �⃗⃗⃗�)  

4)  a) Montrer que l’affixe du point 𝑱 milieu du segment [𝑴𝑵] est 𝒛𝑱 =
𝟏

𝟐
𝒆−𝒊𝜽 

      b) Déterminer l’ensemble (𝑪) des points 𝑱 lorsque 𝜽 varie dans ℝ   

5)  a) Vérifier que le triangle 𝑶𝑴𝑵 est isocèle en 𝑶 

      b) Montrer que l’aire 𝑨 du triangle 𝑶𝑴𝑵 est  
√𝟑

𝟒
 . 

 

Exercice 4 

Dans la figure ci-dessous, on a représenté dans un repère orthonormé (𝑶 , 𝒊 , 𝒋)  la courbe 𝑪𝒇 

représentative d’une fonction 𝒇 définie et continue sur chacun des intervalles ]−∞ , 𝟏] et [𝟏 , +∞[ 

On sait que : 

• Les droites  ∆𝟏∶  𝒙 = 𝟏 ;  ∆𝟐∶  𝒚 = 𝟏 et  ∆𝟑∶ 𝒚 = 𝒙 − 𝟒  sont des asymptotes à 𝑪𝒇 

• On donne   𝒇(𝟎) = 𝟎  , 𝒇(𝟐) = 𝟎   et  𝒇(𝟑) = 𝟎. 
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      a) Déterminer  𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) ;  𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)   ;  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙)  et  𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) − 𝒙 

      b) Calculer, en justifiant,  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝟏−𝐜𝐨𝐬(𝒇(𝒙))

𝒇𝟐(𝒙)
   ;    𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞

𝒇 𝝄 𝒇(𝒙)

𝒙
   et  𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞
𝒇 𝝄 𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒙) 

      c) Déterminer 𝒇 𝝄 𝒇(]−∞ , 𝟎])  

2)  Soit 𝒈 la fonction définie sur ℝ par : {
𝒈(𝒙) = 𝟏 + 𝒇 𝝄 𝒇(𝒙)  𝐬𝐢  𝒙 ≤ 𝟎

𝒈(𝒙) =
𝒙𝟑+𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
             𝐬𝐢  𝒙 > 𝟎

 

On désigne par 𝑪𝒈 la courbe représentative de 𝒈 dans le repère orthonormé (𝑶 , 𝒊 , 𝒋) 

      a) Étudier la continuité de 𝒈 en 𝟎. 

      b) Calculer 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒈(𝒙) 

      c) Calculer 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒈(𝒙)  et 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒈(𝒙)

𝒙
. Interpréter graphiquement les résultats obtenus  

3)  a) Montrer que g est strictement croissante sur ] − ∞, 𝟎]. 

     b) Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝟎 admet une unique solution 𝜶 dans ] − ∞, 𝟎]. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 


