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Exercice 1 

On donne en annexe que l’on complétera dans la suite de l’exercice.  

 * Un cercle C de centre 𝑶 et de rayon 𝟏 et un point 𝑨 fixe sur C  

* Deux points 𝑴 et 𝑩 du cercle C tel que : 

(𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗̂
) ≡ 𝜽[𝟐𝝅]     et      (𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ̂

) ≡
𝝅

𝟐
[𝟐𝝅]    où    𝜽 ∈ ]𝟎 , 𝝅[\ {

𝝅

𝟐
} 

On note �⃗⃗� = 𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et on rapporte le plan à un repère orthonormé direct (𝑶 , �⃗⃗�  , �⃗⃗� ). 

1)  On note 𝒛 et 𝒛𝑩 les affixes respectifs de 𝑴 et 𝑩 

     a) Ecrire 𝒛 et 𝒛𝑩 sous la forme exponentielle  

     b) Vérifier que 𝒛𝑩 = 𝒊𝒛 

     c) Soit 𝑪 le point d’affixe 𝒛𝑪 = −𝒛𝟐. On note 𝑨′ le symétrique de 𝑨 par rapport à la droite (𝑶𝑴). 

Montrer que 𝑨′ et 𝑪 sont symétriques par rapport à 𝑶. Placer alors le point 𝑪. 

2)  Soit 𝑯 le point d’affixe 𝒛𝑯 = 𝟏 + 𝒊𝒛 − 𝒛𝟐 

     a) Soit 𝑵 le point 𝒛𝑵 = 𝟏 + 𝒊𝒛. Construire 𝑵 puis déduire une construction de 𝑯. 

     b) Montrer que :    
𝒛
𝑨𝑯⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

𝒛
𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

=
𝒛
𝑪𝑯⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

𝒛
𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

=
𝟏+𝒊𝒛

𝟏−𝒊𝒛
  

3)  Montrer que 𝑯 est l’orthocentre du triangle 𝑨𝑩𝑪. 

4)  a) Résoudre dans ℂ, l’équation 𝒛𝟐 − 𝒊𝒛 − 𝟏 = 𝟎  

     b) Déduire les valeurs de 𝜽 pour 𝑯 soit le centre de gravité du triangle 𝑨𝑩𝑪. 

Exercice 2 

Soit 𝒇 la fonction définie sur ]𝟎;+∞[ par 𝒇(𝐱) =  𝐱 (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 (
𝛑

𝐱
)) 

1)  a) Montrer que 𝒇 est continue sur ]𝟎;+∞[ 

     b) La fonction  𝒇 est elle prolongeable par continuité à droite en 0 ? 

2)  a) Déterminer   𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

     b) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝒇(𝒙) − 𝟐𝒙)  et interpréter graphiquement ce résultat 

3)  a) Montrer que 𝒇 est strictement croissante sur [𝟏;+∞[ 
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     b) Montrer que l’équation 𝒇(𝐱) = 𝟏 admet une unique solution α dans [𝟏;+∞[ 

     c) Vérifier que 𝜶 ∈  ]𝟏; 𝟐[ 

     d) Montrer que 𝐬𝐢𝐧 (
𝛑

𝛂
) =

√𝟐𝛂−𝟏

𝛂
        

Exercice 3 

Pour tout entier 𝒏 ≥ 𝟐 , on définit la fonction 𝒇𝒏 sur ℝ par  

{
𝒇𝒏(𝒙) = 𝟐 + (𝒙 − 𝟐) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟏

𝒙 − 𝟐
)   𝒔𝒊  𝒙 > 𝟐

𝒇𝒏(𝒙) =
𝟏

𝟒
(𝒙𝟑 + 𝒏𝒙 − 𝟐𝒏)  𝒔𝒊  𝒙 ≤ 𝟐             

 

On désigne par 𝑪𝒏 la courbe représentative de 𝒇𝒏 dans un repère orthonormé (𝑶 , 𝒊  , 𝒋 ) 

1)  a) Calculer 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇𝒏(𝒙)  et 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇𝒏(𝒙)

𝒙
 . Interpréter graphiquement le résultat 

     b) Montrer que 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇𝒏(𝒙) = 𝟑 . Interpréter graphiquement le résultat. 

2)  a) Montrer que pour tout 𝒙 > 𝟐 ; on a :  𝟒 − 𝒙 ≤ 𝒇𝒏(𝒙) ≤ 𝒙 . Déduire 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

𝒇𝒏(𝒙). 

     b) Etudier la continuité de 𝒇𝒏 en  𝟐. 

3)  a) Montrer que, pour tout entier ≥ 𝟐 , l’équation 𝒇𝒏(𝒙) = 𝟎 admet dans ]𝟏 , 𝟐[ une unique 

solution 𝑼𝒏 

     b) Vérifier que 𝒇𝒏+𝟏(𝑼𝒏) =
𝟏

𝟒
(𝑼𝒏 − 𝟐) 

     c) Montrer que la suite (𝑼𝒏)est croissante puis qu’elle est convergente. 

4)  a) Montrer que pour tout entier 𝒏 ≥ 𝟐 ; on a  𝑼𝒏 =
𝟐𝒏

𝒏+𝑼𝒏
𝟐 

     b) En déduire que 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑼𝒏 = 𝟐 

5)  La courbe 𝑪𝒈 ci-contre est la représentation graphique  

d’une fonction 𝒈 définie sur ℝ\{𝟐}  

• ∆∶  𝒚 = 𝒙 − 𝟏 est une asymptote à 𝑪𝒈  

au voisinage de +∞ 

• ∆′ ∶ 𝒚 = −𝟏 est une asymptote à 𝑪𝒈  

au voisinage de −∞ 

• 𝑫 ∶  𝒙 =  𝟐 est une asymptote verticale à 𝑪𝒈 . 

     a) Par lecture graphique, déterminer : 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒈(𝒙)   ;   𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) ;  𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒈(𝒙)

𝒙
    

  𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

(𝒈(𝒙) − 𝒙)   ;   𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒈(𝒙)  

    b) Déterminer les limites suivantes : 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒈 𝝄 𝒇𝒏(𝒙)   ;   𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

[𝒈(−𝒇𝒏(𝒙)) + 𝒇𝒏(𝒙)] ;    𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒈(−𝒇𝒏(𝒙))

𝒙
  et  𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞
𝒈(𝑼𝒏)  
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Exercice 4 

Soit (𝑼𝒏) la suite définie sur ℕ par 𝑼𝟎 =
𝟑

𝟐
  et  𝑼𝒏+𝟏 =

𝑼𝒏

√𝟏+𝑼𝒏
   : 𝒏 ∈ ℕ. 

1)  a) Montrer que pour tout ∈ ℕ , 𝑼𝒏 > 𝟎. 

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est décroissante.     

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite.  

2)  Soit (𝑽𝒏) la suite définie sur ℕ par  𝑽𝟎 = 𝟏  et   𝑽𝒏+𝟏 =
𝑽𝒏

𝑼𝒏
  ; 𝒏 ∈ ℕ.  

     a) Montrer que pour tout 𝒏 ≥ 𝟏 ; 𝑽𝒏+𝟏 ≥
√𝟏𝟎

𝟑
𝑽𝒏 . 

     b) En déduire par récurrence que pour tout 𝒏 ≥ 𝟏 ; 𝑽𝒏 ≥
𝟐

𝟑
(
√𝟏𝟎

𝟑
)
𝒏−𝟏

puis déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑽𝒏 

𝟑)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 (𝑺𝒏) 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 ∶  𝑺𝒏 =
𝟏

𝒏
∑

𝟏

𝑽𝒌
𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

  ;   𝒏 ≥ 𝟏 

      𝐚) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∀𝒏 ≥ 𝟏  𝐨𝐧 𝐚 ∶  ∑
𝟏

𝑽𝒌
𝟐

𝒏

𝒌=𝟏

≤
𝟒𝟓

𝟐
(𝟏 − (

𝟗

𝟏𝟎
)
𝒏

) 

     b) En déduire que la suite (𝑺𝒏) converge vers une limite que l’on déterminera.  
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ANNEXE 
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