Une correction possible du devoir de contrdle n°1 de Mr Ahmed Chaouch du 29/10/2022

Proposée par Koole Mohamed Hechme

Exercice 1

1) a) La droite d’équation y = 1 est une asymptote a (Cf) au voisinage o done lim f(x) =1
X—=—

donc lir_nf(x) — 1 =0 carpourtoutx < 0Oona (Cf) est au-dessous de la droite d’équation y = 1

1
ainsi lim = —o0o0
x——f(x)-1

La droite d’équation A: y = 2x — 3 est une asymptote a (C f) auy nage de +oo

donc lim — f( D=2 et lim [f(x) —2x] = —
X—+o0

X—+ec

on a pour tout x € [0, +oo[ (€ f) A est au-dessus A donc 'i’i'.,.;-: —-2x+3=0"

x4

. 1
ainsi lim ——
x—Fec f(X)— 2x+3

b) —o 0

ek \0 / -

2 courbe (€ f) est au-dessus de D

¢) On a pour tout x € |—o0,0] U [3,+

et pour tout x € [0, 2] la courbe (Cf) ést au-dessous de D d’ou le signe de f(x) — x sur R

X |- 0 3 +oo

f(x)—x| + ll = IJ +

&

2) Ona: g(x) =$ —_ "

o0, 3[

x) =

a) On a: g est dérivable

hd : -2 ' .
pour tout x € |—0, 3] QW (3 ;2 donc g (x) prend le signe de 3 — 2x sur |—oo, 3|

x<3 = —2x>-3 )_2x >0 donc pour tout x € |—c,3[ on a g'(x) > 0 donc g est
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donc g(0) < g(a) <g(b)<g(1) = 0=<g(a)<g)=

NIH

or f est strictement croissante sur [0, +oo[ donc f est strictement croissante sur [0 ,ﬂ

ainsi f(g(a)) < f(g(b)) donc(fog)(a) <(fog)(b) doncla fonction f 09 est strictement

croissante sur [0, 1]

¢)Ona:0<x<1 =2 -1<—x<0 =22<3-x<3 = 5;‘5‘3 :>05—5_—;s§:>

0<sgx)s; = —xsgx)-xs>-x = g(x)- x<—-<0®

donc pour tout x € [0,1]ona: g(x) < x \

pour tout x € [0,1]ona: g(x) <x et f est strictement croissanté sur [0, 1]

donc pour tout x € [0,1] f(g(x)) < f(x) < x ainsi (f o0\g)T

3) lim £20® _ i [UD) [0

x—+eo X x—>+oo fx) X
o f0) _ fF®) _ @), f@) _
}_l)‘il:.c —=2et Ilmf(x) = 4o donc l_:)n!o 75 T\i donc }_l)ﬁ e X ==l
ainsi lim L20) = 4 s,
X—+eo X i

N
Lim[(f 0 (%) - 2f(x)] = Lim[f(f(x) - 2fx)]
%%”
on a}_i)ﬂ}f(x) =+ et }iﬁ[ﬂx) - Zx@—.'} donc}_i)rltw[f(f(x)) —2f(x)] = -

() O Q) _,

X .
—~ ona: hm w et hmﬂ)—Z donc lim —§~ =
x—0F x—te X x—07t

=

ainsi ;E—%n xf( ) = @

{Uo =4 Q"

n+1 - (fog)(Un) Ny

w: =f(g(0) =f(0)=0 et (fog)(1)=f(g()=f(3)<f(1)=06
ainsi @;}?4_1 <0,6<1donc 0<U,;,1 <1

conclu\;‘;}hn'pour toutneNona: 0<U,, <1

- &
z;r
@a:pourtoutxe [0,1] ; fog)(x) <x or U, € [0,1]
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donc pourtoutne N (fog)(U,) <U, = U,y <U,
ainsi la suite (U,,) est décroissante et comme (U,,) est minorée par 0 donc la suite (U,,) est
convergente et converge vers un réel L

¢) On a : 1a fonction f o g est continue sur [0, 1] v

limU,=L; 0<L<1donc fog estcontinueen L ‘&

n—+sc N

(fog)(U,) =U,.q donc (fog)(L)=L ainsi L =0 d’aprés 2);Db)

donc limU, =0 Q
n—tw

Exercice 2
; x€[0,+00] %

a) La fonction f est dérivable sur [0, +oo[ et pour tout x € [0 ,+[ on a:

1) Ona: f(x) =

xZ4x+1

7 _ —(2x+1) _  -2x-1
f (x) - (xz—Hc—i-i)2 - (Jc2+x—i-1)2

donc f'(x) prend le signe de —1 — 2x sur [0, +oo[

x20 5 2r<0 o —2x-1<-1 = —2x7%0

donc pour tout x € [0, +o[ona: f'(x) <0 L™

x 0

23
(%) - OO_
fx)|1

1 (1-2)(1+x+x?) _ 1—(1+x+a?—x—2x2—x3) A3
T 1+x+a? 1+x+x? - 1+x+x? T t4xtal T

1 1 1+x+x2 —x—x2
f(x)—1= = z z = P
2 1+x+x 1+x+x 1+x+x

onapourtout x>0 :1—-x<f(x)<1

1 1 1
1<sk<n= n+l1<s<n+k<2n=> —<—<— =
2n n+k n+1
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k=1 k=1 k=1 k=1
n n
1 1 1 1 1 1
— = — < —
2T Z(n+k) (n+1) Zn_nZ(n+k) n+1
k=1 k=1
b)OnapourtoutnEN*'z—< U, <— hmi—() et ItmL—O donc limU, =0

n+1 nﬁ+x2H n—+ontl G, n—+so

3) a)Onapourtout x>0 : 1—x< f(x)<1 orpourtout 1 <k<n ona: n—ik>0

donc pourtout 1 <k <n ona: ] e ot (

1 15 1 <1n . <1 1J"'U<W<1
_n_(n+k)_nzf(n+k) = g 2\

b)onapourtoutne N*; 1 -U, < W, <,;'I---‘r:-

lim(1-U,)=1 et lim1=1 donc Ii’mW =1

n—++s=c n—+ec

Exercice 3

1) Ona:z,=2; zg =5+2i et 1y :3+ 5i

&5 Oniasz 75 zg—za | 54202 3+21 (3+20)(243i) _ 6+9i+4i—6 _ 13i _ i
"zgz  zpzc  5+2i- 3 5;.-:"" 12-3i ~ (2-3i)(2+3i) 449 13

|25 AB

48 = 1 Z=1
ZL—B — i P |Za§| = CB_._———_._ =
ZcH ZB=7a\ _ T CB,AB)=Z[2
arg (ZB_ZC) =2 [2m] ( ) > [27]
AB =CB
AR e T W T T
{(CB,AB) ="[2n] ,

ainsi le triangle ABCest isocele et rectangle en B.

a) On a ABC/i --1§0céle et rectangle en B pour que ABCD soit un carré il faut que ABCD soit un

parallélogram-@ CD=BA & zg5=25; © Zp—2Zc=24—Zp

donc zp £ zc:+zA—zB Zzp=3+51+2—-5-2i ainsi zp =3i

z—4
z—3i

2) Poﬁi*q % 3iona: M(z)et M'(z') tel que z' =

J)Qh a: DM X AM' = |2y — 7p| X |23y — 24] = |2 — 3i| x |2’ — 2
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3w . 3m
25 = ayZe s = avZe( Gt = ke (0,1,..4)

(-3 2k

4 —3‘.r£+8k:r£) .(—3‘.r£+8krz)

5 l(f) 3 5 i( (===
ZL = 4+2e = V2 el 20 V2e

20

13 21w

3 T
Zo=V2e 20 ; z;=+2e" ; z,=+2e20 ; z3=+2e"D ; z, =2

ainsi les racines cinquiéme de —4 — 4i

3w

i _ T 13w 21w 29w
sont : V2e ‘20 ; 2e'20 ; \2e'z0 ; \2e'20 et V2e'20

)(E): 2z +(4+3i)z°+4-4i=0

posons Z = z5 I’équation (E,) est équivalente 3 Z2 + (4 + 3i)Z =0
doncZ=1i ou Z=—4—4i ainsi z° =i ou z° = —4 — 4.,
T T 91 13w 17w 13w 21w 291
8, i {e‘“fﬁ . e'Z ; o0 ; e'io; 10 ; VZel20 ;\2el 20 et Jie‘“‘z“o—}

d)(Ey) : 22+ (4+3i)e“z+ (4 —-4D)e** =0 ; ae|-n,n]

ia

;= —(4+30)e!"+(445D el

e
2

3a’—-a—-4=0 (D
al+5a2+8a+4=0 (2)

a3+5a2+8a+4+(—4)i:0 donc{

: 2)3+5(§)2+8x§+4¢0

Kooli Mohamed Hechmi 58 300 174 http://mathematiques.kooli.me/ &




b) Déterminons 3 nombres complexes a ; b et ¢ tel que
22+ (5+30)z22+8—-i)z+4—-4i=(z+1)(az’> + bz +¢)
(z+1)(az? +bz+c) =az® + bz’ +cz+az’> + bz +c

=az+(b+a)z?+ (c+b)z+c

a=1 a=1
: 3 . Jb+a=5+3i _ Jb=4+3i
Paridentificatonona:f o\ p—g_i > Jc+b=4+3i+4—-4i=8—i

c=4—4i c=4—-4i

donc a=1:b=4+3i et c=4—-4i

ainsi 73 + (5 + 30)722 + (8 — )z +4 — 4i = (2 + 1)(2% + (4 + 87} 4 — 40)
2+ (GB+30)22+B8-i)z+4-4i=0 o (z+1)(Z2 @4 +3i)z+4—-4i)=0
doncz+1=0 ou z2+(4+3i)z+4 —4i =0 ainsi z 'ﬁtlm Z=—4—4i ou z=1i

Sc={-1; -4—4i;i}

ig

3) a)pour @ €]0,m[;ona: ;:e‘g S z+i=(z—iele z+i=2ze%-ie" &

_i(eff+1)
T eif-1

z(e®® —1) =i(e® +1)

b)(Z2+1)° =i(z-DV° o (z? —: ==1(z— D o [z-DEz+D°=iz-)"° o

(z-D%@z+ D)’ =i(z—-0)>(z-0)> oqfi'éiglﬁrque bien que i est une solution de ’équation

- . . " o .
(z—i)>(z+i) = T iTon (z+i) ol (z+z) iz

[ = — o = 2
pour z ¥ i ona T D) e

z—i

m
car EE]O,‘R’[

car EE]U,R’[

1 on 9
——elﬂ & Z = cot car—E]O,n'[
z—i 20 10

- 13n
Z+i i— - 13w
— = e'10 arejeter car — g’](} n’[
z—i

- 17
z+i — N 17w
—_— = e 10 arejeter car —/é ]0 n’[
z—i
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=|e-30 (5 -2)| = |e-30 (=)

=|—4 + 6i| =vV16 + 36 =52 =V4 X 13 = 2V/13

On a M varie sur le cercle (I') de centre D et de rayon 2 & MD = 2 or MD X AM' = 2v/13 donc

= V13 ainsi M’ varie sur le cercle (I'") de centre A et de rayon v13 A

b) Pour z # 3i on a: M’ varie sur le cercle ( C') de centre O et de rayan2_

2z—4

donc OM' = 2 donc |z'| =2 donc |; | =2 o |2 2)| T ey Bl
|SM an
% =1 © AM = DM ainsi M varie sur la mediatrice du segment [AD]

¢)Ona:(u, OM’) arg(z') [2m] = arg (Zz_:) [27] I'

arg (2(2 2))

arg ( ) [27] = arg

= (W’TB—M) 2m] = (Wﬁﬂ) [27]

On a : M’ varie sur (0,v) < (u,0M') :g‘ﬁR 5

(W,m) = g + km; k € Z ainsi M varie® ug"lé cercle (C) de diameétre ([AD])

Exercice 4

1) (B): 22+ (4 + 30z +4 — 4i =0\

a) A= (4 + 30)% — 4(4 — 4i) =16,F 24i — 9 — 16 + 16i = —9 + 40i

:16—25+40i:16jl-';54ﬂ%—25:42+2><4>< 5i + (5i)2

= (4+5i)* donc uierdcine carrée de A est 6 = 4 + 5i

_ —4-3i-4-5i _

—4-3i+4+5i _
= Z =

2

f g+2kn
i = i(ﬂ:+4—kﬂ')
o4} 5 Zp =€ =e\ 10

j13m 17m
s Zz3=e 1w ; zZ,=e 10

N\ . i i i ot ekl
ainsi les'tacines cinquiéme de i sont: €'’ ; ez ; e’ ; e'10 et e'10

=—4-—4i= 4\/_(——— —) 4VZ (cos (-Z) +isin(-3)) = av2e TizeC
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