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Correction examen du baccalauréat section Mathématiques session 

principale 2021 

Une correction possible proposée par Kooli Mohamed Hechmi 

Exercice 1  

1)  a) Dans le triangle 𝑶𝑩𝑪 rectangle en 𝑪, on a :  

𝐬𝐢𝐧(𝑶𝑩�̂�) = 𝐬𝐢𝐧 (
𝝅

𝟔
) =

𝑶𝑪

𝑶𝑩
=

𝟏

𝟐
  alors 𝑶𝑩 = 𝟐𝑶𝑪 par suite 𝟐𝑰𝑩 = 𝟐𝑶𝑫 donc 𝑰𝑩 = 𝑶𝑫 = 𝟏 ≠ 𝟎 

alors il existe un unique déplacement 𝒇 qui transforme 𝑶 en 𝑰 et 𝑫 en 𝑩. 

     b) Soit 𝜶 l’angle de 𝒇 alors 𝜶 ≡ (𝑶𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑰𝑩⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) [𝟐𝝅] ≡ (𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ̂ ) [𝟐𝝅] ≡
𝝅

𝟔
[𝟐𝝅]  

alors 𝒇 est une rotation d’angle 
𝝅

𝟔
 

     c) On a 𝜴 est le centre de 𝒇 alors 𝒎𝒆𝒅[𝑶𝑰] ∩𝒎𝒆𝒅[𝑫𝑩] = {𝜴} 

d’où la construction de 𝜴. 

2)  a) On 𝒈 est un antidéplacement alors 𝒈 est soit une symétrie axiale soit une symétrie glissante et 

comme  𝒎𝒆𝒅[𝑶𝑰] ≠ 𝒎𝒆𝒅[𝑫𝑩] alors 𝒈 est une symétrie glissante. 

    b) Soit ∆ l’axe de 𝒈, on 𝒈(𝑶) = 𝑰 et 𝒈(𝑫) = 𝑩    alors    𝑶 ∗ 𝑰 = 𝑱 ∈ ∆     et    𝑫 ∗ 𝑩 = 𝑲 ∈ ∆  

par suite ∆= (𝑱𝑲). 

On pose 𝒈(𝑬) = 𝑬′  et on a 𝒈(𝑶) = 𝑰 et 𝒈(𝑫) = 𝑩    alors (𝑬′𝑰⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑬′𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
̂

) ≡ −(𝑬𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑬𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ̂ ) [𝟐𝝅] ≡ −𝝅[𝟐𝝅]  

par suite 𝑬′ ∈ (𝑰𝑩) d’autre part 𝑬 ∈ (𝑱𝑲) alors 𝑬′ ∈ (𝑱𝑲) donc 𝑬′ ∈ (𝑱𝑲) ∩ (𝑰𝑩) = {𝑱}  

alors 𝒈(𝑬) = 𝑱. 

    c) Soit �⃗⃗�  le vecteur de 𝒈 alors 𝒈 = 𝒕�⃗⃗�  𝝄 𝑺(𝑱𝑲) = 𝑺(𝑱𝑲) 𝝄 𝒕�⃗⃗�  

𝒈(𝑬) = 𝒕�⃗⃗�  𝝄 𝑺(𝑱𝑲)(𝑬) = 𝒕�⃗⃗� (𝑬) = 𝑱           𝑬 ∈ (𝑱𝑲)   alors �⃗⃗� = 𝑬𝑱⃗⃗⃗⃗   par suite 𝒈 = 𝒕𝑬𝑱⃗⃗⃗⃗  𝝄 𝑺(𝑱𝑲) = 𝑺(𝑱𝑲) 𝝄 𝒕𝑬𝑱⃗⃗⃗⃗  

3)  a) On 𝒇−𝟏 𝝄 𝒈(𝑶) = 𝒇−𝟏(𝒈(𝑶)) = 𝒇−𝟏(𝑰) = 𝑶     car 𝒇(𝑶) = 𝑰 

d’autre part  𝒇−𝟏 𝝄 𝒈(𝑫) = 𝒇−𝟏(𝒈(𝑫)) = 𝒇−𝟏(𝑩) = 𝑫 car 𝒇(𝑫) = 𝑩 

𝑺(𝑶𝑨)(𝑶) = 𝑶   et   𝑺(𝑶𝑨)(𝑫) = 𝑫    car 𝑫 ∈ (𝑶𝑨) 

alors 𝒇−𝟏 𝝄 𝒈(𝑶) = 𝑺(𝑶𝑨)(𝑶)  et  𝒇−𝟏 𝝄 𝒈(𝑫) = 𝑺(𝑶𝑨)(𝑫) 

On a 𝒇−𝟏 𝝄 𝒈 est la composé d’un antidéplacement et d’un déplacement alors  𝒇−𝟏 𝝄 𝒈 est un 

antidéplacement et on a 𝑺(𝑶𝑨) est un antidéplacement 

𝒇−𝟏 𝝄 𝒈 et 𝑺(𝑶𝑨) coïncides en deux points distincts alors  𝒇−𝟏 𝝄 𝒈 = 𝑺(𝑶𝑨). 

𝒇−𝟏 𝝄 𝒈 = 𝑺(𝑶𝑨) ⇨ 𝒇 𝝄 𝒇−𝟏 𝝄 𝒈 = 𝒇 𝝄 𝑺(𝑶𝑨)  ⇨ 𝒈 = 𝒇 𝝄 𝑺(𝑶𝑨)   

on a 𝒈(𝑬) = 𝑱 alors 𝒇 𝝄 𝑺(𝑶𝑨)(𝑬) = 𝑱  alors 𝒇 (𝑺(𝑶𝑨)(𝑬)) = 𝑱 donc 𝒇(𝑬) = 𝑱 

    b) On a 𝒈(𝑬) = 𝑱 et 𝒈(𝑶) = 𝑰 alors 𝑶𝑬 = 𝑰𝑱   ( tout antidéplacement conserve les distances) 

et 𝑱 = 𝑶 ∗ 𝑰 alors 𝑶𝑱 = 𝑰𝑱    

conclusion 𝑶𝑬 = 𝑶𝑱. 
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on a 𝑶𝑬 = 𝑶𝑱 donc 𝑶 ∈ 𝒎𝒆𝒅[𝑬𝑱] 

on a 𝒇(𝑬) = 𝑱 alors 𝜴𝑬 = 𝜴𝑱 donc 𝜴 ∈ 𝒎𝒆𝒅[𝑬𝑱] 

par suite (𝑶𝜴) = 𝒎𝒆𝒅𝒎𝒆𝒅[𝑬𝑱] donc (𝑶𝜴)⏊(𝑬𝑱) or 𝑲 ∈ (𝑬𝑱)  

alors (𝑶𝜴)⏊(𝑱𝑲) 

4)  a) On 𝑶𝑰 = 𝟏 et (𝑶𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑶𝑰⃗⃗⃗⃗  ⃗
̂

) ≡
𝝅

𝟔
[𝟐𝝅] alors  

{
𝑶𝑰 = 𝟏                        

(𝑶𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   , 𝑶𝑰⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) ≡
𝝅

𝟔
[𝟐𝝅]

  ⇔ 𝒛𝑰 = 𝒆
𝒊
𝝅

𝟔 

    b) On a {
𝑶𝑩 = 𝟐𝑶𝑪 = 𝟐

(𝑶𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 
̂

) ≡
𝝅

𝟔
[𝟐𝝅]

    ⇔ 𝒛𝑩 = 𝟐𝒆
𝒊
𝝅

𝟔 

On a 𝒛𝑫 = 𝟏 

on a 𝑲 = 𝑩 ∗ 𝑫   alors   𝒛𝑲 =
𝒛𝑩+𝒛𝑫

𝟐
=
𝟐𝒆
𝒊
𝝅
𝟔+𝟏

𝟐
 

on a 𝑱 = 𝑶 ∗ 𝑰   alors   𝒛𝑱 =
𝒛𝑶+𝒛𝑰

𝟐
=
𝒛𝑰

𝟐
=
𝒆
𝒊
𝝅
𝟔

𝟐
 

𝒛𝑲 − 𝒛𝑱 =
𝟐𝒆
𝒊
𝝅
𝟔+𝟏

𝟐
−
𝒆
𝒊
𝝅
𝟔

𝟐
=
𝒆
𝒊
𝝅
𝟔+𝟏

𝟐
=
𝒆
𝒊
𝝅
𝟔+𝒆𝒊𝟎

𝟐
=

𝒆
𝒊
𝝅
𝟏𝟐(𝒆

𝒊
𝝅
𝟏𝟐+𝒆

−𝒊
𝝅
𝟏𝟐)

𝟐
= 𝐜𝐨𝐬 (

𝝅

𝟏𝟐
)𝒆𝒊

𝝅

𝟏𝟐  

𝒛𝑲 − 𝒛𝑱 = 𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟏𝟐
) 𝒆𝒊

𝝅

𝟏𝟐  

    c) On a (𝑶𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑱𝑲⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) ≡ 𝒂𝒓𝒈(
𝒛𝑲−𝒛𝑱

𝒛𝑫−𝒛𝑶
) [𝟐𝝅] ≡ 𝒂𝒓𝒈(𝒛𝑲 − 𝒛𝑱) − 𝒂𝒓𝒈(𝒛𝑫)[𝟐𝝅] ≡

𝝅

𝟏𝟐
[𝟐𝝅] 

(𝑶𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑱𝑲⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) ≡
𝝅

𝟏𝟐
[𝟐𝝅]  

5)  a) On 𝑺(𝑶𝑨)(𝑴) = 𝑵 et 𝑬 ∈ (𝑶𝑨) alors 𝑬𝑴 = 𝑬𝑵 et (𝑬𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑬𝑵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ̂ ) ≡ −𝟐 (𝑶𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑱𝑲⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) [𝟐𝝅] ≡ −
𝝅

𝟔
[𝟐𝝅] 

{

𝑬𝑴 = 𝑬𝑵                         

(𝑬𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑬𝑵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ̂ ) ≡ −
𝝅

𝟔
[𝟐𝝅]  

𝒓(𝑬) = 𝑬                         

 ⇔ 𝒓(𝑴) = 𝑵 

    b) On 𝒈 = 𝒇 𝝄 𝑺(𝑶𝑨)  

𝒈(𝑴) = 𝑷  ⇔  𝒇 𝝄 𝑺(𝑶𝑨)(𝑴) = 𝑷  ⇔  𝒇(𝑵) = 𝑷 
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Exercice 2  

1)  a) Pour 𝒏 = 𝟎  on a  𝟐𝟏𝟎 + 𝟐𝟎 × 𝟎 = 𝟏 donc 𝟐𝟏𝟎 ≡ 𝟏 + 𝟐𝟎 × 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

Soit 𝒏 ∈ ℕ supposons que 𝟐𝟏𝒏 ≡ 𝟏 + 𝟐𝟎 × 𝒏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎)  

montrons que 𝟐𝟏𝒏+𝟏 ≡ 𝟏 + 𝟐𝟎 × (𝒏 + 𝟏)(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎)  

𝟐𝟏𝒏+𝟏 ≡ 𝟐𝟏𝒏 × 𝟐𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

             ≡ 𝟐𝟏(𝟏 + 𝟐𝟎 × 𝒏)(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

             ≡ 𝟐𝟏 + 𝟐𝟏 × 𝟐𝟎𝒏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

             ≡ 𝟏 + 𝟐𝟎 + (𝟐𝟎 + 𝟏) × (𝟐𝟎𝒏)(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

             ≡ 𝟏 + 𝟐𝟎 + 𝟐𝟎𝒏 + 𝟒𝟎𝟎𝒏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

            ≡ 𝟏 + 𝟐𝟎 + 𝟐𝟎𝒏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎)       car  𝟒𝟎𝟎𝒏 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

            ≡ 𝟏 + 𝟐𝟎 × (𝒏 + 𝟏)(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

Conclusion pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a 𝟐𝟏𝒏 ≡ 𝟏 + 𝟐𝟎 × 𝒏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

    b) On a 𝟐𝟎𝟐𝟏 ≡ 𝟐𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎)  ⇨ 𝟐𝟎𝟐𝟏𝟐𝟎𝟐𝟏 ≡ 𝟐𝟏𝟐𝟎𝟐𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) ⇨  

𝟐𝟎𝟐𝟏𝟐𝟎𝟐𝟏 ≡ 𝟏 + 𝟐𝟎 × 𝟐𝟎𝟐𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎)   d’après 1)a) 

𝟐𝟎𝟐𝟏 ≡ 𝟐𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎)  ⇨ 𝟐𝟎 × 𝟐𝟎𝟐𝟏 ≡ 𝟐𝟎 × 𝟐𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) ⇨ 𝟐𝟎 × 𝟐𝟎𝟐𝟏 ≡ 𝟒𝟐𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

⇨ 𝟐𝟎 × 𝟐𝟎𝟐𝟏 ≡ 𝟐𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎)     ⇨ 𝟏 + 𝟐𝟎 × 𝟐𝟎𝟐𝟏 ≡ 𝟐𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

alors  𝟐𝟎𝟐𝟏𝟐𝟎𝟐𝟏 ≡ 𝟐𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎)    

alors le chiffre des unités de 𝟐𝟎𝟐𝟏𝟐𝟎𝟐𝟏 est 𝟏 et son chiffre de dizaine est 𝟐 

2)  On a 𝑬 est l’ensemble des entiers 𝒙 vérifiant 𝒙𝒏 ≡ 𝟏 + 𝒏(𝒙 − 𝟏)(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

d’après 1) a on a 𝟐𝟏𝒏 ≡ 𝟏 + 𝟐𝟎𝒏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) ce qui donne 𝟐𝟏𝒏 ≡ 𝟏 + 𝒏(𝟐𝟏 − 𝟏)(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

alors 𝟐𝟏 est un élément de 𝑬 

3)  a) On a 𝒙 est un élément de 𝑬 alors 𝒙𝒏 ≡ 𝟏 + 𝒏(𝒙 − 𝟏)(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎)est vrai pour tout 𝒏 ∈ ℕ  

spécialement pour 𝒏 = 𝟐 alors 𝒙𝟐 ≡ 𝟏 + 𝟐(𝒙 − 𝟏)(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) , 𝒙𝟐 ≡ 𝟏 + 𝟐𝒙 − 𝟐(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) , (𝒙 − 𝟏)𝟐 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

    b) On a (𝒙 − 𝟏)𝟐 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) alors il existe un entier 𝒌 tel que (𝒙 − 𝟏)𝟐 = 𝟏𝟎𝟎𝒌 = 𝟏𝟎(𝟏𝟎𝒌)  

alors (𝒙 − 𝟏)𝟐 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎) 

Soit 𝒂 un entier, déterminons le reste modulo 10 de 𝒂𝟐 

Reste modulo 𝟏𝟎 de 𝒂       𝟎    𝟏    𝟐     𝟑    𝟒     𝟓     𝟔    𝟕     𝟖    𝟗 

Reste modulo 𝟏𝟎 de 𝒂𝟐     𝟎     𝟏    𝟒     𝟗    𝟔     𝟓     𝟔    𝟗     𝟒    𝟏 
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alors 𝒂𝟐 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎) si et seulement si 𝒂 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎) 

par suite (𝒙 − 𝟏)𝟐 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎)  si et seulement si 𝒙 − 𝟏 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎) alors 𝒙 ≡ 𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎) 

4)  On a pour tout 𝒏 ∈ ℕ  

(𝟏 + 𝟏𝟎𝒒)𝒏 = 𝑪𝒏
𝟎𝟏𝒏 × (𝟏𝟎𝒒)𝟎 + 𝑪𝒏

𝟏𝟏𝒏−𝟏 × (𝟏𝟎𝒒)𝟏 + 𝑪𝒏
𝟐𝟏𝒏−𝟐 × (𝟏𝟎𝒒)𝟐 +⋯+ 𝑪𝒏

𝒏𝟏𝟎 × (𝟏𝟎𝒒)𝒏 

                     = 𝟏 + 𝟏𝟎𝒒𝑪𝒏
𝟏 + (𝟏𝟎𝒒)𝟐𝑪𝒏

𝟐 + (𝟏𝟎𝒒)𝟑𝑪𝒏
𝟑 +⋯+(𝟏𝟎𝒒)𝒏𝑪𝒏

𝒏  

                      = 𝟏 + 𝟏𝟎𝒒𝑪𝒏
𝟏 + 𝟏𝟎𝟐 × 𝒒𝟐𝑪𝒏

𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟑 × 𝒒𝟑𝑪𝒏
𝟑 +⋯+𝟏𝟎𝟎𝒏 × 𝒒𝒏 

                     = 𝟏 + 𝟏𝟎𝒏𝒒 + 𝟏𝟎𝟎𝒒𝟐𝑪𝒏
𝟐 + 𝟏𝟎𝟎 × 𝟏𝟎𝟎𝟐𝒒𝟑 × 𝑪𝒏

𝟑 +⋯𝟏𝟎𝟎 × 𝟏𝟎𝟎𝒏−𝟏𝒒𝒏 

                     = 𝟏 + 𝟏𝟎𝒏𝒒 + 𝟏𝟎𝟎(𝒒𝟐𝑪𝒏
𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟐𝒒𝟑𝑪𝒏

𝟑 +⋯+ 𝟏𝟎𝟎𝒏−𝟏𝒒𝒏) 

on a 𝟏𝟎𝟎(𝒒𝟐𝑪𝒏
𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟐𝒒𝟑𝑪𝒏

𝟑 +⋯+ 𝟏𝟎𝟎𝒏−𝟏𝒒𝒏) ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

alors 𝟏 + 𝟏𝟎𝒏𝒒 + 𝟏𝟎𝟎(𝒒𝟐𝑪𝒏
𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝟐𝒒𝟑𝑪𝒏

𝟑 +⋯+ 𝟏𝟎𝟎𝒏−𝟏𝒒𝒏) ≡ 𝟏 + 𝟏𝟎𝒏𝒒(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

par suite (𝟏 + 𝟏𝟎𝒒)𝒏 ≡ 𝟏 + 𝟏𝟎𝒏𝒒(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

5)  On a 𝒙 ∈ 𝑬 ⇨ 𝒙 ≡ 𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎) ⇨ 𝒙 = 𝟏 + 𝟏𝟎𝒒 , 𝒒 ∈  ℤ    

∀𝒏 ∈ ℕ (𝟏 + 𝟏𝟎𝒒)𝒏 ≡ 𝟏 + 𝟏𝟎𝒏𝒒(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

                                  ≡ 𝟏 + (𝟏 + 𝟏𝟎𝒒 − 𝟏)𝒏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎) 

alors 𝟏 + 𝟏𝟎𝒒 est un élément de 𝑬          

l’ensemble des solutions de 𝑬 de la forme +𝟏𝟎𝒒 , 𝒒 ∈  ℤ 

Exercice 3  

1)  a) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝝋(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝟏+𝒍𝒏 𝒙

𝒙
= −∞ donc la droite d’équation 𝒙 = 𝟎 est asymptote verticale à ( C ) 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝝋(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝟏+𝒍𝒏 𝒙

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝟏

𝒙
+
𝒍𝒏 𝒙

𝒙
= 𝟎 donc la droite d’équation 𝒚 = 𝟎 est asymptote horizontale 

 à ( C ) au voisinage de +∞ 

    b) On a pour tout 𝒙 > 𝟎 ; 𝝋′(𝒙) = (
𝟏+𝒍𝒏 𝒙

𝒙
)
′

=
𝟏

𝒙
×𝒙−(𝟏+𝒍𝒏 𝒙)

𝒙𝟐
=
𝟏−𝟏−𝒍𝒏 𝒙

𝒙𝟐
=
−𝒍𝒏 𝒙

𝒙𝟐
 

    c) On a pour tout 𝒙 > 𝟎 ; 𝝋′(𝒙) =
−𝒍𝒏 𝒙

𝒙𝟐
  alors 𝝋′(𝒙) prend le signe de −𝒍𝒏 𝒙 sur ]𝟎 , +∞[ 

𝝋′(𝒙) = 𝟎 , 𝒙 = 𝟏 

        𝒙     𝟎                        𝟏                    +∞ 

   𝝋′(𝒙)              +                         − 

    𝝋(𝒙)                             𝟏 

 

                 −∞                                          𝟎 
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    d) On a 𝑴(𝒙 , 𝒚) ∈ (𝑶 , 𝒊  ) ∩ ( C ) ⇔ {
𝝋(𝒙) = 𝟎
𝒚 = 𝟎

 

𝝋(𝒙) = 𝟎  ⇔ 
𝟏+𝒍𝒏 𝒙

𝒙
= 𝟎  ⇔  𝟏 + 𝒍𝒏𝒙 = 𝟎  ⇔  𝒍𝒏𝒙 = −𝟏  ⇔  𝒙 = 𝒆−𝟏 =

𝟏

𝒆
 alors le point (

𝟏

𝒆
 , 𝟎) est le  

point d’intersection de ( C ) et l’axe des abscisses. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2)  a) On a pour tout ∈ ℕ∗ , 𝝋𝒏(𝒙) =
𝟏+𝒍𝒏(𝒙+𝒏)

𝒙+𝒏
   𝒙 ∈ ]−𝒏 ,+∞[ 

                                                               = 𝝋(𝒙 + 𝒏)  tel que 𝒙 + 𝒏 > 𝟎 

𝑴(𝒙,𝝋(𝒙)) ∈( C ) , 𝑴′(𝒙,  𝝋𝒏(𝒙)) ∈( Cn ) alors 𝑴′ = 𝒕−𝒏𝒊 (𝑴) par suite ( Cn ) est l’image de ( C ) par  

la translation de vecteur −𝒏𝒊   ( notion vue en deuxième année ) 

    b) On a ( C1 ) est l’image de ( C ) par la translation de vecteur −𝒊  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3)  a) On a pour tout > 𝟎 , 𝒉𝒏(𝒙) =  𝝋𝒏(𝒙) − 𝝋(𝒙) 

 pour tout ≥ 𝟏 , 𝒉𝒏(𝒙) =  𝝋𝒏(𝒙) − 𝝋(𝒙) = 𝝋(𝒙 + 𝒏) − 𝝋(𝒙) 
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on a 𝒙 + 𝒏 ≥ 𝒙  or la fonction 𝝋 est décroissante sur [𝟏 , +∞[ alors 𝝋(𝒙 + 𝒏) < 𝝋(𝒙) donc  

𝝋(𝒙 + 𝒏) − 𝝋(𝒙) < 𝟎  par suite  𝒉𝒏(𝒙) < 𝟎 

    b) On a pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟏],  𝒉′𝒏(𝒙) =  𝝋′𝒏(𝒙) − 𝝋
′(𝒙) = −

𝒍𝒏 (𝒙+𝒏)

(𝒙+𝒏)𝟐
+
𝒍𝒏 𝒙

𝒙𝟐
 

or 𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟏] et 𝒙 + 𝒏 > 𝟏 alors 𝒍𝒏 𝒙 ≤ 𝟎 et  𝒍𝒏 (𝒙 + 𝒏) > 𝟎 donc pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , 𝟏]  𝒉′𝒏(𝒙) < 𝟎 

    b) * Sur l’intervalle [𝟏 , +∞[ on a  𝒉𝒏(𝒙) < 𝟎 alors l’équation  𝒉𝒏(𝒙) = 𝟎 n’admet pas de solution  

dans [𝟏 , +∞[ 

* On a  𝒉𝒏 est continue et strictement décroissante sur ]𝟎 , 𝟏] donc  𝒉𝒏 réalise une bijection de ]𝟎 , 𝟏]  

sur  𝒉𝒏(]𝟎 , 𝟏]) = [ 𝒉𝒏(𝟏),+∞[  et comme  𝒉𝒏(𝟏) < 𝟎  (d’apres 3)  a) ) 

alors 𝟎 ∈ [ 𝒉𝒏(𝟏),+∞[ par suite l’équation 𝒉𝒏(𝒙) = 𝟎 admet une unique solution 𝜶𝒏 dans ]𝟎 , 𝟏] 

conclusion l’équation 𝒉𝒏(𝒙) = 𝟎 admet une unique solution 𝜶𝒏 dans ]𝟎 , +∞] 

 𝒉𝒏 (
𝟏

𝒆
) > 𝟎  et  𝒉𝒏(𝟏) > 𝟎  alors  𝒉𝒏 (

𝟏

𝒆
) ×  𝒉𝒏(𝟏) donc  

𝟏

𝒆
< 𝜶𝒏 < 𝟏 

4)  a) On a  
𝟏

𝒆
< 𝜶𝒏+𝟏 < 𝟏  ⇨ 𝟏 +

𝟏

𝒆
< 𝟏 + 𝜶𝒏+𝟏 < 𝟐  ⇨  𝟏 + 𝜶𝒏+𝟏 > 𝟏 +

𝟏

𝒆
    (1) 

et on a  
𝟏

𝒆
< 𝜶𝒏 < 𝟏  ⇨   𝜶𝒏 < 𝟏    (2) 

de (1)  et  (2)  𝟏 + 𝜶𝒏+𝟏 > 𝜶𝒏   ⇨   𝒏 + 𝟏 + 𝜶𝒏+𝟏 > 𝒏+ 𝜶𝒏 

    b) On a 𝒏 + 𝟏 + 𝜶𝒏+𝟏 > 𝒏 + 𝜶𝒏 > 𝟏 et la fonction 𝝋 est décroissante sur [𝟏 , +∞[ alors on a  

𝝋(𝒏 + 𝟏 + 𝜶𝒏+𝟏) < 𝝋(𝒏 + 𝜶𝒏)   or   𝝋(𝒙 + 𝒏) =  𝝋𝒏(𝒙) alors 𝝋(𝒏 + 𝟏 + 𝜶𝒏+𝟏) =  𝝋𝒏+𝟏(𝜶𝒏+𝟏) 

donc  𝝋𝒏+𝟏(𝜶𝒏+𝟏) <  𝝋𝒏(𝜶𝒏) (3) 

d’autre part  𝒉(𝜶𝒏) =  𝝋𝒏(𝜶𝒏) − 𝝋(𝜶𝒏) = 𝟎 ce qui donne  𝝋𝒏(𝜶𝒏) = 𝝋(𝜶𝒏)  

donc  𝝋𝒏+𝟏(𝜶𝒏+𝟏) = 𝝋(𝜶𝒏+𝟏) 

l’inégalité (3) devient  𝝋(𝜶𝒏+𝟏) < 𝝋(𝜶𝒏)  

    c) On 𝝋(𝜶𝒏+𝟏) < 𝝋(𝜶𝒏) on a 𝜶𝒏 et 𝜶𝒏+𝟏 sont dans l’intervalle ]𝟎 , 𝟏] et la fonction 𝝋 est strictement  

croissante sur ]𝟎 , 𝟏] donc 𝜶𝒏+𝟏 < 𝜶𝒏 alors la suite (𝜶𝒏) est ,décroissante et minorée par 
𝟏

𝒆
 alors la  

suite (𝜶𝒏) est convergente et converge vers une limite l. 

    d) 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝝋(𝜶𝒏) = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

 𝝋𝒏(𝜶𝒏) = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟏+𝒍𝒏 (𝒏+𝜶𝒏)

𝒏+𝜶𝒏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞

𝟏

𝒏+𝜶𝒏
+
𝒍𝒏 (𝒏+𝜶𝒏)

𝒏+𝜶𝒏
 

𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝒏 + 𝜶𝒏 = +∞  donc 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝟏

𝒏+𝜶𝒏
= 𝟎 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒍𝒏 𝒙

𝒙
= 𝟎   donc 𝒍𝒊𝒎

𝒏→+∞

𝒍𝒏 (𝒏+𝜶𝒏)

𝒏+𝜶𝒏
= 𝟎 

par suite 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝝋(𝜶𝒏) = 𝟎 
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la suite (𝜶𝒏) converge vers une limite l , 𝝋 est continue en l alors 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝝋(𝜶𝒏) = 𝝋( l )= 𝟎 

donc 𝟏 + 𝒍𝒏( l )= 𝟎  ,  𝒍𝒏( l )= −𝟏  ,  l=
𝟏

𝒆
 

alors 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝜶𝒏 =
𝟏

𝒆
 

Exercice 4 

𝟏)  𝑭(𝒙) = ∫ 𝒆−√𝒕
𝒙

𝟏

 𝒅𝒕         𝐞𝐭       𝑯(𝒙) =
𝟒

𝒆
− 𝟐(𝟏 + √𝒙)𝒆−√𝒙          𝐱 ∈ ℝ+ 

    a) 𝒕 ↦ 𝒆−√𝒕 est continue sur ℝ+ et 𝟏 ∈ ℝ+ alors 𝒙 ↦ 𝑭(𝒙) est dérivable sur ℝ+ et 𝑭′(𝒙) = 𝒆−√𝒙 

    b) Soit la fonction 𝑼 définie sur ]𝟎 , +∞[ par : 𝑼(𝒙) = 𝑭(𝒙) − 𝑯(𝒙) 

𝑼 est dérivable sur ]𝟎 , +∞[ et 𝑼′(𝒙) = (𝑭(𝒙) − 𝑯(𝒙))
′
= 𝒆−√𝒙 − (

𝟒

𝒆
− 𝟐(𝟏 + √𝒙)𝒆−√𝒙) ′ 

                                                               = 𝒆−√𝒙 + 𝟐 ((𝟏 + √𝒙)𝒆−√𝒙)
′

 

                                                               = 𝒆−√𝒙 + 𝟐 (
𝟏

𝟐√𝒙
𝒆−√𝒙 −

𝟏

𝟐√𝒙
𝒆−√𝒙(𝟏 + √𝒙))  

                                                               = 𝒆−√𝒙 +
𝒆−√𝒙

√𝒙
−
𝒆−√𝒙

√𝒙
− 𝒆−√𝒙 = 𝟎 

donc  𝑼(𝒙) = 𝒄 , 𝒄 ∈ ℝ    or 𝑼(𝟏) = 𝑭(𝟏) − 𝑯(𝟏) = 𝟎  alors 𝒄 = 𝟎 par suite 𝑭(𝒙) − 𝑯(𝒙) = 𝟎 si 𝐱 > 𝟎 

conclusion ∀𝒙 > 𝟎  𝑭(𝒙) = 𝑯(𝒙) 

on a 𝑭 et 𝑯 sont continues sur ℝ+ donc 𝑭 et 𝑯 sont continues à droite en 𝟎 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝑭(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝑯(𝒙) = 𝑯(𝟎) par suite  𝑭(𝟎) = 𝑯(𝟎) 

𝟐)  𝑮(𝒙) = ∫ √𝒕𝒆−√𝒕
𝒙

𝟏

 𝒅𝒕         𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[ 

     𝐚) 𝐬𝐨𝐢𝐭  𝐭 > 𝟎        𝑮(𝒙) = ∫ √𝒕𝒆−√𝒕
𝒙

𝟏

 𝒅𝒕 = ∫
𝒕

√𝒕

𝒙

𝟏

𝒆−√𝒕 𝒅𝒕 = −𝟐∫ 𝒕 × (
−𝟏

𝟐√𝒕
)

𝒙

𝟏

𝒆−√𝒕 𝒅𝒕 

on pose         𝑼(𝒕) = 𝒕                        𝑼′(𝒕) = 𝟏 

                     𝑽′(𝒕) =
−𝟏

𝟐√𝒕
𝒆−√𝒕              𝑽(𝒕) = 𝒆−√𝒕  

𝑮(𝒙) = −𝟐([𝒕𝒆−√𝒕]
𝟏

𝒙
−∫ 𝒆−√𝒕

𝒙

𝟏

 𝒅𝒕) = −𝟐([𝒕𝒆−√𝒕]
𝟏

𝒙
−∫ 𝒆−√𝒕

𝒙

𝟏

 𝒅𝒕) 

          = −𝟐(𝒙𝒆−√𝒙 − 𝒆−𝟏 −∫ 𝒆−√𝒕
𝒙

𝟏

 𝒅𝒕) = −𝟐(𝒙𝒆−√𝒙 −
𝟏

𝒆
− 𝑭(𝒙)) 

           =
𝟐

𝒆
− 𝟐𝒙𝒆−√𝒙 + 𝟐𝑭(𝒙) 

alors pour tout 𝒙 > 𝟎 on a  𝑮(𝒙) =
𝟐

𝒆
− 𝟐𝒙𝒆−√𝒙 + 𝟐𝑭(𝒙) 
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    b) les fonctions 𝑮 et 𝑭 sont continues à droite en 𝟎 

alors 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝑮(𝒙) = 𝑮(𝟎) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝟐

𝒆
− 𝟐𝒙𝒆−√𝒙 + 𝟐𝑭(𝒙)  alors 𝑮(𝟎) =

𝟐

𝒆
+ 𝟐𝑭(𝟎) 

3)  a) 𝒇(𝒙) = 𝒆−√𝒙   et   𝒈(𝒙) = √𝒙𝒆−√𝒙  pour 𝒙 ∈ [𝟎 ,+∞[ 

𝑨𝟏 = ∫ |𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)|
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = ∫ (𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙))
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙)
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 −∫ 𝒈(𝒙)
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

       = ∫ 𝒆−√𝒙
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 − ∫ √𝒙𝒆−√𝒙
𝟏

𝟎

 𝒅𝒙 

      = −∫ 𝒆−√𝒙
𝟎

𝟏

𝒅𝒙 +∫ √𝒙𝒆−√𝒙
𝟎

𝟏

 𝒅𝒙 

      = −𝑭(𝟎) + 𝑮(𝟎) =
𝟐

𝒆
+ 𝑭(𝟎) =

𝟐

𝒆
+𝑯(𝟎) =

𝟐

𝒆
+
𝟒

𝒆
− 𝟐 =

𝟔

𝒆
− 𝟐 

alors 𝑨𝟏 =
𝟔

𝒆
− 𝟐 𝒖𝒂 

    b) Soit 𝝀 > 𝟏 

𝑨𝝀 = ∫ |𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)|
𝝀

𝟎

𝒅𝒙 = ∫ |𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)|
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 +∫ |𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)|
𝝀

𝟏

𝒅𝒙 

      = ∫ (𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙))
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 + ∫ (𝒈(𝒙) − 𝒇(𝒙))
𝝀

𝟏

𝒅𝒙 

      = 𝑨𝟏 +∫ √𝒙𝒆−√𝒙
𝝀

𝟏

 𝒅𝒙 −∫ 𝒆−√𝒙
𝝀

𝟏

𝒅𝒙 

     = 𝑨𝟏 + 𝑮(𝝀) − 𝑭(𝝀) 

    c) 𝑨𝝀 = 𝑨𝟏 + 𝑮(𝝀) − 𝑭(𝝀) =
𝟔

𝒆
− 𝟐 +

𝟐

𝒆
− 𝟐𝝀𝒆−√𝝀 +𝑯(𝝀)     

or d’après 2) c) 𝑮(𝒙) =
𝟐

𝒆
− 𝟐𝒙𝒆−√𝒙 + 𝟐𝑭(𝒙)    d’où     𝑮(𝒙) − 𝑭(𝒙) =

𝟐

𝒆
− 𝟐𝒙𝒆−√𝒙 + 𝑭(𝒙)    avec 𝒙 > 𝟎  

par suite 𝑨𝝀 =
𝟔

𝒆
− 𝟐 +

𝟐

𝒆
− 𝟐𝝀𝒆−√𝝀 + 𝑭(𝝀) 

                      =
𝟖

𝒆
− 𝟐 − 𝟐𝝀𝒆−√𝝀 + 𝑯(𝝀)   car pour tout 𝒙 > 𝟎  ,  𝑭(𝑿) = 𝑯(𝒙) 

                      =
𝟖

𝒆
− 𝟐 − 𝟐𝝀𝒆−√𝝀 +

𝟒

𝒆
− 𝟐(𝟏 + √𝝀)𝒆−√𝝀 =

𝟏𝟐

𝒆
− 𝟐 + −𝟐𝝀𝒆−√𝝀 − 𝟐𝒆−√𝝀 − 𝟐√𝝀𝒆−√𝝀 

                      =
𝟏𝟐

𝒆
− 𝟐 − 𝟒𝝀𝒆−√𝝀 − 𝟐𝒆−√𝝀 

𝒍𝒊𝒎
𝝀→+∞

𝑨𝝀 = 𝒍𝒊𝒎
𝝀→+∞

𝟏𝟐

𝒆
− 𝟐−𝟒𝝀𝒆−√𝝀 − 𝟐𝒆−√𝝀⏟            

𝟎

  

donc  𝒍𝒊𝒎
𝝀→+∞

𝑨𝝀 =
𝟏𝟐

𝒆
− 𝟐 
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