Correction exomen dun boaccolovréot section Motirbmatigues session controle
2022

Une correction possible proposée par Kool Mohamed Hechmi
Exercice 1
1) On a.R= S(OE) 0 R(OB)

a) ona (0E) n (0B) = {0} et (0B, 0F) = - =

3

alors R est la rotation de centre O et d’angle 2 X (—%) =-3

R est la rotation de centre O et d’angle —g
b) Le tringle OFE est rectangle en E et (ﬁﬁ) =7 alors (ﬁﬁ) = —Z[2m] et comme I €

[OF] alors (TE\W) = —g 2] (1)

Le tringle OFE est rectangleen Eetl = 0 = F alors 10 = IF = IE (2)

OE =01
de (1) et (2) le triangle OEI est equilatéral indirect.donc {(ﬁo_i) = —g[Zn] d’ou R(E) =1

2)h=h(0’2) fzhOR
a) f(E) =hoR(E) = h(I) or OF = 201 alors h(I) = Fdonc f(E) = F
b) On a f est la composée d'une homothétie de centre O et de rapport , et d'une rotation de centre

0 et d’angle —g alors f est une similitude directe de centre 0, de rapport 2 et d’angle —g

3) a) On a (0A) = med [IE] donc (0OA) est la bissectrice intérieure de EOI
. —_— = _ T
par suite (OE , OA) =-c [2m]

(ﬁAﬁ) = (ﬁAﬁ) + (ﬁ/\m) [2m]

0A =20B
{(ﬁ?’/B_A)) = 2T 2] alors f(B) = A

b)Ona (ﬁﬁ) = —g 2] & (ﬂﬁ) = g [27] or le triangle OAB est rectangle en B alors

— ——

AB ,A0)=Z [27] etcomme E € [AB] alors (AE,A0) == [2m]
6 6

on a d’aprés (ﬁAm) = —g 2n] & (ﬁ/\ﬁ) E% [2m]
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par suite (ﬁ,ﬁ) = (ﬁﬁ) [27t] alors le tringle AEO est isocéle en E par suite EA = EO

f(B)=A
f(E)=F

on OBE rectangle en B alors % = sin% = % donc OE = 2BE (2)

On a{ = AF =2BE (1)

de (1) et (2) AF = OE alors AF = AE
deplusonalO =1IE =IF donc IE = EF = AF = AE par suite AEIF est un losange

4) on a g est une similitude indirecte g(B) =A , g(E)=F et g(F) =K
a)Onag(B) =f(B) =A et g(E) = f(E) = F alors g et f ont le méme rapport

alors le rapport de g est 2

b) On AEIF est un losange alors (ﬁﬁ) = (ﬁﬁ) [27]

c) On ‘Z% : ﬁ et g est une similitude indirecte alors (ﬁ/\ﬁ) = (ﬁAﬁ) [27]
g(F) =K
E € [AB] alors (ﬁz’Aﬁ) s (ﬁAﬁ) [27]
= (ﬁAﬁ) + m[2m]
= (FE ,FA) + n[2n] 4) b)

par suite (ﬁﬁ(}) =— (ﬁﬁ) + wr[2m] alors (ﬁﬁ() + (ﬁﬁ) = n[27]
d’ou (ﬁﬁ) + (ﬁﬁf) = w[2m] donc (ﬁﬁ() = n[2m]
les vecteurs FE et FK sont collinaires et de sens contraire alors F € [EK]

d) On a g est une similitude indirecte de centre ( et de rapport 2 donc go g = h(q 4

gog(E)=g(F)=K = QK=40F = QK et QF sont collinaires et de méme sens
= 0 € (EK)\[EK] = or (EK)= (EF) alors Q € (EF)\[EF]

c) Ona g(E) = F donc I’axe de g est porté par la bissectrice intérieure de (ﬁﬁ)

or Q € (EF)\[EF] alorsYaxe de g est la droite (EF)
c)Onag(E) =F=> QF =2Q0F = E = Qx*F d’ou la construction de Q.

5) a) Onag =h 4)0 Sr) €t on a AEIF est un losange donc S gpy(I) = A
posons g(I) =1I'"donc g(I) = h(q 4)0 S(ery(I) = h(q 4y(A) =I' d’ou I' € (QA) alors g(I) € (QA) or
g(Q) = Qalors g(QI) = (QA4)

b) Supposons que Q, B et I ne sont pas alignés alors g(Q) = Q , g(B) = A et g(I) ne sont pas
alignés or g(I) € (QA) donc g(Q) =Q , g(B) = A et g(I) sont alignés ce qui absurde

alors Q, B et I sont alignés
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1

2
1) a)Ona:p(A)zi—gz—

10

_Cixci+c3  2x3+1 7

b) p(B) = ¢z 10 10
autrement

. N . =) _ ¢ _ 3
Soit B « aucune boule numéroté 0 n’esttirée »  p(B) = 5 =
5

p(B)=1-p(B)=1-=_
2)a)OnaX(Q)={-2,-1,0,2}

pX=-2)=A-L px=-D=TH-L px-0) =L et x=2)=UA-L
d’ou la loi de probabilité de X
x; | -2 |—-1| 0 4.2 | total
p; | 1 1| 7 1
10 | 10 | 10| 10

-2, -1 2
b)OnE(X)=le-pi=E+E+()+E

E(X) =

1
10

3) a) La variable aléatoire Y suit la loi binomiale de parametres n et %

p(r=1)=cixZx (L) =2

10
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pr =1 =5x(55)"

b)Onp(Y)=>5 & nx%ZS S n21—70><5 S n257—0z7,14
alors la plus petite valeur de ntel que p(Y) > 5 et n =8
Exercice 3
Partie A
1) Ona:pestpremier,p>3 et p=2(mod3) (E,): x* = 1(mod p)

x = 1(mod p) = x° =13(mod p) donc x* = 1(mod p) d’ou x est solution de (E,).

2) a) Supposons que p divise x alors x = 0(mod p) donc x3 = 0(mod p)
absurde car x3 = 1(mod p) donc p ne divise pas x et comme p est premier alors d’aprés Fermat
xP~1 = 1(mod p)

b) On x est solution de (E,) = xP~! = 1(mod p) et on.d p = 2(mod 3) alors il existe k € Z’
(car p = 3) tel que p = 3k + 2 par suite x3¥*2-1 = 1(mod p) = x3**1 = 1(mod p)
= x3* x x = 1(mod p) = (x3)* x x = 1(mod p)

or x3 = 1(mod p) = (x3)* = 1(mod p) = (x3)* x x = x(mod p) par suite x = 1(mod p)

3) On ax est solution de (Ep) = x = 1(modp) alorsil existe k € Z tel que x = 1 + pk
S;={1+pk,ke}

Partie B
1) Ona(Es3): x3=1(mod43) > x3—-1=0(mod43) = (x—1)(x*+x+ 1) = 0(mod 43)
= (x—1)=0(mod43) ou x*+x+1=0(mod43)

2)a)Rx+1)?2+3=4x>+4x+1+3=4x*+x+1)
30%2 =900 = 21 x 43 —'3._donc 30% = —3(mod 43)

b)Onax?+x+1=0(mod43) © 4(x* +x+ 1) = 0(mod 43) © (2x + 1)? + 3 = 0(mod 43)
e (2x+1)% = —3(mmod 43)

c)Onax?+x+ 1= 0(mod43) = (2x + 1)? = —3(mod 43) = (2x + 1)? = 30%2(mmod 43) 2) a)
= (2x+1)2-302=0(mod 43) > (2x+1—-30)(2x + 1+ 30) = 0(mod 43)
= (2x—29)(2x + 31) = 0(mod 43)
= 2x —29 = 0(mod 43) ou 2x+ 31 = 0(mod 43)

3) a)Ona22x2=44=43+1 alors 22 x2 =1 (mod 43)
par suite 22 est inverse de 2 modulo 43
b) On a d’aprés 2) b) x est solution de (E43) alors x = 1(mod 43)
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On a d’apres 2) ¢) x est solution de (E,3) alors 2x — 29 = 0(mod 43) ou alors 2x + 31 = 0(mod 43)
x est solution de (E43) alors x est solution de (E43) ssi x = 1(mod 43) ou 2x — 29 = 0(mod 43) ou
2x + 31 = 0(mod 43)

*x=1(mod43) © x=43k+1,k€eZ

*2x—29=0(mod43) & 2x=29(mod 43) & 2 x22x =22 X 29(mod 43)

& x=22x%x29(mod43) (car22x2=1(mod43))s x =22 x 29(mod 43)
©x=14%x43+36(mod43) © x=36(mod43) e x=43k+36 ke Z

*2x+ 31 =0(mod 43) © 2x = —31(mod 43) © 2x = 12(mod 43)

& 22x2x=22x%x12(mod43) © x=22x12(mod 43) & x=6x% 43 + 6(mod 43)

& x=6(mod43) ©x=43k+6 , ke

S; ={43k+ 1,43k + 36,43k + 6 k€ Z}

Exercice 4
ex
f(x) = Tre2r vVx e R

Partie A
1) OnaxeR & —x€eR

e * e?XxeX e*

VXER f(—x) === (1o T TheB f(x) alors f est paire
x x —_——
2) lim f(x) = lim —— = lim ————~= lim ———~ =10
X—>+00 x—>+00 1+€2% xS i e?X(e72%41) xS+t e <e—2x+1>
Foo\ 1

alors la droite d’équation y=0 est une asymptote horizontale a ( 'G) au voisinage de +oo

3) agVx e R;
o ( e* )' _e*(1+e?)=2e* xe* e*+e**—-2e e  e*(1-e?)
FoO=\17e=) = (14 )2 ST Are? T At eE (1t e
e*(1-e2%)

b)OnavxeR, f'(x)= or e>0c¢et (1+e*)?2>0

(1+e2x)?
alors f'(x) prend le signe.de 1 — e?** sur R
f(X)<0 = 1—-e*<0 = e?*>1 = x>0

Ona lilp f(x) =0 etcomme f estpaire alors lim f(x) =0
X—+00 X—>—00

X ,—o0 0 +co
f'(x) + -
1
2
f(x)
0 0
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4)

Partie B
Inx

F(x) = f() dt ,vxeR

0
1) x — Inx est dérivable sur |0, +o[ etVx € ]|0,+c[ onalnx € R

t » f(t) est continue sur R et 0 € R alors F est dérivable sur |0, +].

eln x 1 eln x 1 x

1

' ’ 1 .
Vx € 10, 4] ,F(x)=(lnx) Xf(lnx)z;xl+ezlnx_

Vx €]0,+] ,F'(x) =

1+ x2

2) a)Vx € ]0 g[ onag'(x) = (tanx)' =1+ tan’x > 0
g est continue et strictement croissante sur ]0 g[

! sali bijection de |0 2] J0.2]) =10, +oo
alors g realise une bijection de |0 ,~ surg( 5 ) =]0,+o0

b) On ag(g) = tan(g) =1 g1(1) :%

onalim g(x) = limtanx=+o < lim g7'(x)=12
x_,g x_,g x—+00 2

c) On a g est dérivable sur ]0 g[ etvx € ]0 g[ g (x) %0

alors g~1 est dérivable sur g (]O g[) =10,4oo[

1

vx €10, +oo, (gTDI(0) = =y

posons pour tout x € |0, +oo[ et pour tout € ]O g[ g )=y e gy)=x

& tany =x alors tan’y = x

11
g'(y)  1+x2

par suite'(g~1)'(x) =

1
1+x2

pour tout€ 10,400, (g~ (x) =
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3) Onavx€]0,+o, F’(x)———(g (i) oFx)=g'(x)+c, ceR

in1
F() =g '(D) +¢, FA)= f £o) dt = f £ =0
0 0

parsuitt0 =g '(1)+c c=-g1(1)=-=

Vx €]0,+o0[, F(x) = g 1(x) —E

In et

A A
4) a) ona f est paire alors A(4) = f f(x)dx =2 f f(x)dx = f(x) dx = 2F(e*)
) 0 0

A(2) = 2F(e?)
b) On ll_i)IPOOA(/l) = lim ZF(eA)

lim e* = 400 et lim F(x)—llmgl(x)———§—§=

A+ xX—+0o0

SR

= y AN - = _ T _ E
alors ll_l)l:looF(e ) =7 parsuite Jim A(2) =2 xT ="

. G
all‘lloA(’D 2

Partie C
1

Pour toutn € N* on pose I,, = f t" F(et) dt
0

1) a) OnanE]O,+OO[,F(x)=g‘1(x)—g et Vx €]0,+oo[ ona 0<g‘1(x)<§

_T -1 _r
= —2<49 (x) 7 <

N

T s T T
-7 ® —;<F<, = Fx<7

orvt>0ona e >0 parsuitt F(e)<; = Fle)<; (1)

Inx

OnavVxeR,fx)>0etVx=>1 Inx=>0 n::>f fdt=0 = F(x)=0

orvt=>1 ona e'>0 donc-F(e) >0 (2)
de (1) et (2) pourtoutréel t > 0 0<F(e) <7

b)Onavt=>0 OSF(ef)sE = OSt"F(et)St"xE

1

1t"><£dt:>0<1 <—ft"dt::>0<l [ "+1]
4 "=4ln+1 0

1
= osf t"F(et)dt<f

0 0

1
I, <Tx— et lim Zx— =0 alors limI,=0
4 n+1 n-o+oo 4 n+1 n—-+oo

= 0

IA

1
2) a)Ona: I, =f t" F(e) dt
0

u(t) = F(et) u'(t) = e x F'(e) = et x = = f(t)

1+e2t 1+e2t

v'(t) =" v(t) = t"+1
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_ F(et)t"“r_ 1 flt"“x e Fl@-F1) 1
0

1
n+1 d
n+1 n+1), ft f© at

t_ —
1+ e n+1 n+1),

F(e) 1 1n+1
_n+1_n+1fot f© at
n 1
b)Ona: nl, = —— (e)—? t"tf(e) dt

1 1 1 11!
OnaVvt=>0,0 < f(t) 3 DOSt"”f(t)SEt"” wosf t"t1f(t) dt<2f t"*t1 dt

1

o 0< jlt"+1f(t) dt < > [_tn+2] = 0 <f tf(e) dt/< m

1

1
S n+1 —
Ona nl_l)l:looz(n 2 =0 dou nl_l)moo ) t"tf(t) dt =0

*  lim TF(e) = lim LF(e) = F(e)

n-+oon n-+ 001+_

‘,_/
1

n (! 1 !
* lim —— | t""1f(t) dt = lim —— | "1 f(t) =0
n—>+oon+1 0 n-+ 001+1
_,_/

‘,_/ 0
1

/4
d'ou lim nl,=F(e) =g (e) ——
n—+oo 4
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