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Exercice N°1: (4 points). 
Question Corrigé Barème 

1) 

a) 

 (𝐸): 𝑒𝑖
𝜋

4𝑧2 − (𝑖 + 𝑒𝑖
𝜋

4) 𝑧 + 𝑖 = 0   

On a :    𝑎 = 𝑒𝑖
𝜋

4     ,    𝑏 = −𝑖 − 𝑒𝑖
𝜋

4    et  𝑐 = 𝑖 
 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0  alors 1 est une solution de (𝐸) 

 

b) 
Soit 𝑧′ = 1 alors   𝑧" =

𝑐

𝑎
=

𝑖

𝑒
𝑖
𝜋
4

   ⟹ z" = 𝑖𝑒−𝑖
𝜋

4  

𝑧" = 𝑒𝑖
𝜋

2𝑒−𝑖
𝜋

4 = 𝑒𝑖(
𝜋

2
−
𝜋

4
)  ⟹ 𝑧" = 𝑒𝑖

𝜋

4  

 

2) 

a) 
1 + 𝑖 = 𝑟𝑒𝑖𝜃  avec   𝑟 = |1 + 𝑖| = √12 + 12 = √2 

cos 𝜃 =
1

√2
=
√2

2
= sin 𝜃   donc 𝜃 ≡

𝜋

4
[2𝜋]  ainsi 1 + 𝑖 = √2𝑒

𝑖
𝜋

4  
 

b) 
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = 2𝑒

𝑖
𝜋

4 − 𝑖 − 1 = 2𝑒𝑖
𝜋

4 − √2𝑒
𝑖
𝜋

4 = (2 − √2)𝑒
𝑖
𝜋

4 = (2 − √2)𝑧𝐵  

  𝑧𝑂 = 0   alors  
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝑂
= 2 − √2 ∈ ℝ   donc  (𝐴𝐶)//(𝑂𝐵) 

 

3) 
a)  𝑖(𝑧𝐵 − 𝑧𝐶) = 𝑖𝑒

𝑖
𝜋

4 − 2𝑖𝑒𝑖
𝜋

4 − 1 = −𝑖𝑒𝑖
𝜋

4 − 1 = 𝑒−𝑖
𝜋

4 − 1 = 𝑒𝑖
𝜋

4 − 1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 
𝑖(𝑧𝐵 − 𝑧𝐶) = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

 

b) 
 |𝑖(𝑧𝐵 − 𝑧𝐶)| = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | ⟹ |𝑧𝐵 − 𝑧𝐶| = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴|  donc 𝐵𝐶 = 𝐵𝐴 
ainsi le triangle 𝐴𝐵𝐶 est isocèle en 𝐵  

 

4) 

a) 𝑂𝐵 = |𝑧𝐵| = |𝑒
𝑖
𝜋

4| = 1       d’où 𝐵 ∈ 𝜁          

b) 
𝑇 est la tangente à 𝜁 en 𝐵 donc 𝑇 ⊥ (𝑂𝐵)   
or (𝐴𝐶)//(𝑂𝐵)  d’où  𝑇 ⊥ (𝐴𝐶) 
d’ailleurs 𝐴𝐵𝐶 est isocèle en 𝐵 et 𝐵 ∈ 𝑇    alors   𝑇 = 𝑚𝑒𝑑[𝐴𝐶] 

 

c)  

𝐶 est le symétrique de 𝐴 par rapport à 𝑇  
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Exercice N°2: (5 points). 
Question Corrigé Barème 

1) 

a)     On a :  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−2
−2
0
)  et  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

0
−1
−1
)    donc  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑛⃗ (

2
−2
2
)  

b) 

𝑛⃗ ≠ 0⃗  donc 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ne sont pas colinéaires alors 𝐴, 𝐵 et 𝐶 sont non 
alignés et par suite ils déterminent un plan.  

𝑛⃗  est un vecteur normal au plan 𝑃  ⟹ 𝑃: 2𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 + 𝑑 = 0  
Or 𝐶(1,2,0) ∈ 𝑃  alors  2 − 4 + 𝑑 = 0 ⟹ 𝑑 = 2  

𝑃: 2𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 + 2 = 0  ou encore  𝑃: 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0  

  

c) 

𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ 

(

 
 
−
2

3
2

3

−
2

3)

 
 
= −

1

3
𝑛⃗        donc   (𝐼𝐻) ⊥ 𝑃   

𝑥𝐻 − 𝑦𝐻 + 𝑧𝐻 + 1 =
1

3
−
5

3
+
1

3
+ 1 = 0  donc 𝐻 ∈ 𝑃   

Et par suite 𝐻 est le projeté orthogonal de 𝐼 sur 𝑃  

 

2) 

a) 

𝑆: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 = 1   
⟹ 𝑆: (𝑥2 − 2𝑥 + 1) + (𝑦2 − 2𝑦 + 1) + (𝑧2 − 2𝑧 + 1) = 1 + 3  

⟹ 𝑆: (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 4 = 22 
D’où 𝑆 est la sphère de centre 𝐼 et de rayon 𝑅 = 2  

 

b) 
𝐼𝐴2 = 0 + 22 + 0 = 4 = 𝑅2   donc   𝐴 ∈ 𝑆  

𝐼𝐵2 = (−2)2 + 0 + 0 = 4 = 𝑅2   donc   𝐵 ∈ 𝑆 
 

c) 
𝑑 = 𝑑(𝐼, 𝑃) = 𝐼𝐻 =

1

3
‖𝑛⃗ ‖ =

2√3

3
< 𝑅 donc 𝑆 et 𝑃 sont sécants suivant 

un cercleC   de centre 𝐻 et de rayon 𝑟 = √𝑅2 − 𝑑2 = √4 −
4

3
⟹ 𝑟 = √

8

3
  

 

d) On a (𝐴𝐵) ⊂ 𝑃 et {𝐴 , 𝐵} ⊂ 𝑆 avec 𝑆 ∩ 𝑃 = C   ⟹ (𝐴𝐵) ∩ C  ={𝐴 , 𝐵}  

3) 

a) 
𝑄: 𝑧 − 1 = 0 , 𝑧𝐴 − 1 = 1 − 1 = 0 et 𝑧𝐵 − 1 = 1 − 1 = 0 ⟹ (𝐴𝐵) ⊂ 𝑄 

𝑧𝐶 − 1 = 0 − 1 = −1 ≠ 0  donc 𝐶 ∉ 𝑄    
ainsi 𝑃 et 𝑄 sont sécants suivant la droite (𝐴𝐵)  

 

b) 𝐼𝐸2 = 0 + 0 + 22 = 4 = 𝑅2   donc   𝐸 ∈ 𝑆   

c) 
 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ (

0
0
2
)  et   𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

𝑥 − 1
𝑦 − 1
𝑧 − 1

)     donc  𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝑎′ + 𝑏𝑏′ + 𝑐𝑐′ = 2(𝑧 − 1) 

Alors 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⟺ 2(𝑧 − 1) = 0 ⟺ 𝑧 − 1 = 0 ⟺ 𝑀 ∈ 𝑄 

 

4) 

On a 𝐼 ∉ 𝑆  et 𝐸 ∉ 𝑄 car 𝑧𝐸 ≠ 1    

𝐼𝐸𝑀 est isocèle et rectangle en 𝐼 ⟺ {
𝐼𝑀 = 𝐼𝐸 ⟺ 𝑀 ∈ 𝑆

𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ⟺ 𝑀 ∈ 𝑄
𝑀 ∈ 𝑃

  

⟺  𝑀 ∈ 𝑃 ∩ 𝑄 ∩ 𝑆 
⟺ 𝑀 ∈ (𝐴𝐵) ∩ 𝑆  

Cl : 𝐼𝐸𝑀 est isocèle et rectangle en 𝐼   ⟺ 𝑀 ∈ {𝐴 , 𝐵} 
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Exercice N°3: (4,5 points). 
Question Corrigé Barème 

1) 

a) 

𝑢0 = 1    et   𝑢𝑛+1 = √2𝑢𝑛     pour tout 𝑛 ∈ ℕ  

 Soit 𝑃𝑛 " 0 < 𝑢𝑛 ≤ 2 "    pour tout 𝑛 ∈ ℕ  
 Pour 𝑛 = 0  on a :  0 < 1 = 𝑢0 ≤ 2  ⟹ 𝑃0  est vraie 
 Supposons que 𝑃𝑛 est vraie (𝑛 > 0)   c.à.d.  0 < 𝑢𝑛 ≤ 2 
 Montrons que 𝑃𝑛+1 est vraie ? 

En effet : 0 < 𝑢𝑛 ≤ 2 ⟹ 0 < 2𝑢𝑛 ≤ 4 ⟹ 0 < √2𝑢𝑛 ≤ √4 

⟹ 0 < 𝑢𝑛+1 ≤ 2  d’où 𝑃𝑛+1 est vraie 
 Cl : pour tout 𝑛 ∈ ℕ on a :  0 < 𝑢𝑛 ≤ 2 

 

b) 

 Pour tout 𝑛 ∈ ℕ on a : 𝑢𝑛+1
2 − 𝑢𝑛

2 = 2𝑢𝑛 − 𝑢𝑛
2 = 𝑢𝑛(2 − 𝑢𝑛) 

 Pour tout 𝑛 ∈ ℕ on a : 𝑢𝑛 ≥ 0 et 2 − 𝑢𝑛 ≥ 0 donc 𝑢𝑛+1
2 − 𝑢𝑛

2 ≥ 0 
⟹ 𝑢𝑛+1

2 ≥ 𝑢𝑛
2   d’où 𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛 

ainsi la suite (𝑢𝑛) est croissante sur ℕ 

 

c) 

(𝑢𝑛) est croissante sur ℕ et majorée par 2 donc elle est convergente. 

Soit ℓ = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 ⟹  ℓ ∈ [0 ,2] et on a : 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) où 𝑓: 𝑥 ⟼ √2𝑥   

𝑓 est définie et continue sur [0 , +∞[ en particulier sur [0 , 2] 

donc ℓ vérifie l’équation 𝑓(ℓ) = ℓ ⟺ ℓ = √2ℓ ⟺ ℓ2 = 2ℓ 
⟺ ℓ2 − 2ℓ = 0 ⟺ ℓ(ℓ − 2) = 0 ⟺ ℓ = 0  ou ℓ = 2 
Or (𝑢𝑛) est croissante sur ℕ donc ℓ ≥ (𝑢0 = 1)   d’où  ℓ = 2 

 

2) 

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ on a : 𝑣𝑛+1 = ln 2 − ln 𝑢𝑛+1 = ln 2 − ln√2𝑢𝑛 

𝑣𝑛+1 = ln2 −
1

2
ln(2𝑢𝑛) = ln 2 −

1

2
ln 2 −

1

2
ln 𝑢𝑛 = 

1

2
ln 2 −

1

2
ln 𝑢𝑛 

𝑣𝑛+1 =
1

2
(ln 2  − ln 𝑢𝑛) =

1

2
𝑣𝑛 avec  

1

2
 réel constant. 

donc (𝑣𝑛) est une suite géométrique de raison 𝑞 =
1

2
  et de premier 

terme 𝑣0 = ln 2 − ln 𝑢0 ⟹ 𝑣0 = ln 2  

 

  3)  

a) 

 Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ on a : 𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛−1  avec 𝑞 ≠ 1 

donc  𝑆𝑛 = 𝑣0
1−𝑞𝑛

1−𝑞
= ln 2

1−(
1

2
)
𝑛

1

2

  ⟹ 𝑆𝑛 = 2 ln 2 (1 − (
1

2
)
𝑛

)   
 

b) lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→+∞

2 ln 2(1 − (
1

2
)
𝑛

⏟
0

)⟹ lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = 2 ln 2  

c) 
 On a :    lim

𝑛→+∞
𝑆𝑛 = 2 ln 2 ∈ ℝ   donc  lim

𝑛→+∞

𝑆𝑛

𝑛
= 0   

 Et par suite  lim
𝑛→+∞

𝑒ln 2−
𝑆𝑛
𝑛 = 𝑒ln2 = 2  
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Exercice N°4: (6,5 points). 

Question Corrigé Barème 

1) 

a) 

𝑓(𝑥) = (ln(𝑥) − 1)2    ;   𝐷𝑓 = ]0 , +∞[ 

 lim
0+
𝑓 = lim

𝑥→0+
(ln(𝑥) − 1⏟      

−∞

)

2

=+∞ 

   (𝐶𝑓) admet une asymptote verticale d’équation : 𝑥 = 0 

 

b) lim
+∞
𝑓 = lim

𝑥→+∞
(ln(𝑥) − 1⏟      

+∞

)

2

= +∞    

c)  

 Pour tout  𝑥 > 0  ,   
𝑓(𝑥)

𝑥
=
(ln(𝑥)−1)2

(√𝑥)
2 = (

ln(𝑥)−1

√𝑥
 )
2

= (
ln𝑥

√𝑥
−

1

√𝑥
)
2

    

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

(
ln𝑥

√𝑥
−

1

√𝑥
)
2

= lim
𝑥→+∞

(
ln 𝑥

𝑥
1
2⏟
0

−
1

√𝑥⏟
0

)

2

= 0  

 (𝐶𝑓) admet une branche parabolique de direction celle de l’axe 

des ordonnées au 𝑉(+∞)  

 

  2)  

a) 
𝑓 est dérivable sur ]0 , +∞[ et pour tout 𝑥 > 0 on a : 

𝑓′(𝑥) = 2(ln(𝑥) − 1)′(ln(𝑥) − 1) =
2(ln(𝑥)−1)

𝑥
  

 

b) 

Le signe de 𝑓′(𝑥) est celui de ln(𝑥) − 1 qui s’annule en 𝑒 avec 𝑓(𝑒) = 0  

 

 

3)  a) 

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥   ;   𝐷𝑔 = ]0 , +∞[   donc 𝑔(1) = 𝑓(1) − 1 = 1 − 1 = 0 
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b) 

 

 

4)  

 

 

 

5) 
a)  

  

 ℎ est strictement décroissante sur  ]0 , 𝑒] ⟹ ℎ est bijective  

 ℎ est continue sur ]0 , 𝑒] et ℎ(]0 , 𝑒]) = [0 , +∞[  

 Cl : ℎ réalise une bijection de ]0 , 𝑒] sur [0 , +∞[ 

 

b)  Soit 𝜁 la portion de (𝐶𝑓) restreinte à ]0 , 𝑒] alors  (Γ) = 𝑆Δ(𝜁)  
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6) 

a) 

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑒

1
=?    ; on pose {

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝑣′(𝑥) = 1
 ⟹ {

𝑢′(𝑥) = 𝑓′(𝑥)

𝑣(𝑥) = 𝑥
  

d’où ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑒

1
= [𝑥𝑓(𝑥)]1

𝑒 − ∫ 𝑥𝑓′(𝑥)
𝑒

1
𝑑𝑥 = 0 − 𝑓(1) − ∫ 𝑥𝑓′(𝑥)

𝑒

1
𝑑𝑥   

 ainsi  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑒

1
= −1 − ∫ 𝑥𝑓′(𝑥)

𝑒

1
𝑑𝑥   

 

b) 

∫ 𝑥𝑓′(𝑥)
𝑒

1
𝑑𝑥 = ∫ 2(−1 + ln 𝑥)

𝑒

1
𝑑𝑥 = 2[−𝑥 + 𝑥. ln(𝑥) − 𝑥]1

𝑒   donc 

∫ 𝑥𝑓′(𝑥)
𝑒

1
𝑑𝑥 = 2[−2𝑥 + 𝑥. ln 𝑥]1

𝑒 = 2(−2𝑒 + 𝑒 + 2 − 0) = 2(2 − 𝑒)  
 

c)  

 Soit ℎ−1 la fonction réciproque de ℎ alors 𝐴 = ∫ |ℎ−1(𝑥) − 1|𝑑𝑥
1

0
  

Par raison de symétrie par rapport à Δ 

𝐴 = ∫ |ℎ(𝑥)|𝑑𝑥
𝑒

1
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑒

1
= −1 − ∫ 𝑥𝑓′(𝑥)

𝑒

1
𝑑𝑥 = −1 − 2(2 − 𝑒)    

ainsi  𝑨 = 𝟐𝒆 − 𝟓    (𝑢. 𝑎. ) 

 

  


